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PREFAZIONE 


In questo volume è con^gnata quella parte delle lezioni 
suir <( Algebra della Logica )> da me date, nel quadriennio 
1902-906, presso la nostra Università *), che, a mio avviso, 
più delle altre, presenta nei suoi procedimenti, la forma e 
la consistenza degli ordinari i procedimenti algebrici. 

Partendo da un gruppo di postulati fondamentali, diverso 
da quelli che altri ha dati **), ed introducendo la nozione 
del UMo in senso assoluto, T Algebra qui svolta viene a ri- 
cevere una immediata interpretazione nel campo delle così 
dette classi, e si presenta nel maneggio, assai più facile 
dell'Algebra ordinaria, dalla quale è, del resto, indipendente. 

Più volte sono stato tentato a pensare che questa faciltà 
ed indipendenza , consentendo air Algebra d^lla Logica di 
essere studiata appena dopo gli elementi dell' Aritmetica, 
riescirebbe a renderla assai più utile dell' ordinaria quando^ 
portata, in luogo di questa, nell'insegnamento secondario, 


*) Mi piace qui rammentare il nome di alcuni studenti che, a pre- 
ferenza degli altri, seguirono, con zelo e profitto, le mie lezioni, pren- 
dendo anche i relativi esami. Essi sono: Éikienio db IR.OSIS, GufiLiELMO 
LicopOLi, Nicola Durante, CAiiarBLO Fanelli. Fra i non studenti 
è da ratntttenture il Dott. Tommaso Majii , che avendo Ascoltato le mie 
lezioni per due anni successivi, maneggia ora, con distinta abilità, il 
calcolo logico. 

**) Dei gruppi completi di postulati propriamente detti per l'Alge- 
bra della Logica non vennero dati che dal Sig. Huntington nell'ar- 
ticolo : Seta of tndipendent postulates for the (Ugebra of logie (Transactions 
fo the American MathemoAical Society ^ 1&04). Cfr. pure Vbblrn, 1904, 1905« 
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fosse impartita a quei giovani, in ispecie, pei quali lo 
studio delle matematiche propriamente dette , serva più per 
conferire una forma maggiormente organica alla costi- 
tuzione della mente che pei bisogni tecnici professionali. E 
mi sembra improbabile che io m'inganni a questo riguardo 
quando penso all'ufficio che compie nelle nostre scuole se- 
condarie lo studio della logica classica, ai tentativi persi- 
stentemente fatti per tradurne in simboli i varii procedi- 
menti, allo sviluppo che, portata in una Logica più ge- 
nerale *), ha preso ai nostri giorni , ed in fine al carattere 
eminentemente deduttivo, e proprio delle matematiche, che 
informa i procedimenti dell' Algebra della Logica. 

Tre sono le operazioni fondamentali sulle quali è basata 
tutta la tecnica dell' Algebra della Logica : Vaddizione, la 
moltiplicazione e la negazione logica, ma una qualùnque di 
queste può essere definita mediante le altre due; cosi, a dif- 
ferenza di quanto avviene ncll' Algebra ordinaria, non si pre- 
sentano qui le operazioni analoghe a quelle chiamate di sot- 
trazione e di divisione'^ ed in grazia delle leggi di unità 
e di semplicità, non si riscontrano qui né coefficienti nume- 
rici, né esponenti, peroni tutte le espressioni, e le equa- 
zioni, logiche si presentano come di primo grado **). 

Il modo di esposizione qui tenuto, come il lettore avrà 
occasione di rilevare, ha una impronta tutta personale; primi 
principii, maniere di eduzioni, collegamenti delle varie par- 
ti etc. sono qui pre.sentati in forma affatto diversa da quella 
seguita da altri. Anche alcune nozioni, nel modo come qui 
trovano il loro posto, apparvero diversamente, o non appar- 
vero affatto, in altri scritti ; e qualche problema non parve 
essere stato addirittura presentato. 

Coloro che si occuparono di Algebra della Logica, in tutta 
la sua estensione, a cominciare da Boole , che deve essere 


*) La logica classica non riconosceva che delle forme sillogistiche di 
deduzioni. 

**) Cosi, comunemente si dice; ma, meglio si direbbe, dicendo che nel- 
l'Algebra della Logica manca l'elemento analogo al grado delle espres- 
sioni e delle equazioni che si presentano nelP Algebra ordinaria. 
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considerato come il vero fondatore di essa, furono, fra gli 
altri , i seguenti *) : 

BooLE, liei 1851, col suo libro « An investigation oftìie Laivs of 
Thought, 

Jevons, nel 1801, con la sua Pare logie, 

Peirce, nel 1807, con articoli iuseriti nel voi. VII dei Procee- 
dings of the American Academy of Aris and Sciences, e con ar- 
ticoli posteriori apparsi nei voi. Ili e VII deW American Jour- 
nal of Piiì^es and Applied Mai/iematics, 

Clifford, nel 1870-77, con articoli sui Tfjpes of compound Sta- 
tements , inseriti nelle Memoirs of the Literary aud Philosophi- 
cai Society of Mancester , a'oI. XVI, n.*^ 7 e nelle Mathematical 
Papers, I, II, pag. 1-13 e 14-10. 

ScHRODER, nel 1877, con l'articolo Ope7^ationh?'eis des Logih- 
lialhulus, e poi con la pubblicazione di tre grossi volumi, fatti ve- 
nire alla luce negli anni 1800, 1801, 1895 col titolo « Vorlesun- 
gen uber die Algebra der Logik ». 

H. McCoLL, nel 1877, e succ. , con articoli iuseriti nei vo- 
lumi IX, X, XI, XII dei Proceedlngs of the London Mathema- 
tical Society] e più recentemente, con articoli inseriti nel perio- 
dico L" Enseignement Mathèmatiqxie (1903, 1904), nel voi. Ili del 
Congres international de Philosophie, pag. 135-183, e col libro 
Symbolic Logic and its appiications , London, 1906. 

Maofarlane, nel 1879, con la pubblicazione del libro Pì'inciples 
of the Algebì'a of Logic, 

Venn, nel 1881, con la sua Symbolic Logic, di cui una nuova 
edizione vide la luce nel 1894. 

Miss C. Ladd (poi Mrs. F. Franklin), 0. H. Mitchell e di 
nuovo C. S. Peirce, nel 1883, con articoli inseriti nel libro: Stu- 
dies in Logic by Members of the Johns Hopkins University. 


*) Qui io cito soltanto gli autori dei cui lavori mi è stato possibile 
prendere visione durante la pubblicazione di questo libro , e che mi 
sono riusciti di utilità nella sua compilazione. A questo riguardo mi è 
anzi grato di dichiarare che le pubblicazioni le quali maggiormente mi 
sono state di guida e sprone a scrivere queste Lezioni sono quelle del 
Sig. Whitehead che , a pag. Vili , ho citate ; e penso anche io , con 
r autorevole filosofo e matematico inglese, che un largo campo d' inve- 
stigazioni viene aperto all' Algebra della Logica con la nozione di sosti- 
tuzioni da lui introdotta, e con gli sviluppi che egli stesso ha dato a 
questa nozione. Penso' inoltre che, molta utilità deve seguire per la 
Geometria dalle relazioni messe in luce da A. B. Kbmpe e Josiah Roycb 
fra i prinoipii della Logica ed i fondamenti della Geometria stessa. 
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Peano, nel 1888, col suo scritto Operazioni di Logica deduttiva j 
messo come introduzione al Calcolo geometrico secondo l'Ausdeh" 
nungsleJire di H. Grassmann , e poi successivamente con altri 
scritti e principalmente con la pubblicazione della Rivista e del 
Formulario di Matematica ; i quali , a giudizio di persone molto 
competenti in materia (cfr. p. es. Russell « Principles of Mathe- 
matics » e Revue de Méthaphysique et de Morale , 1906) hanno 
potentemente contribuito al progresso della Logica simbolica , 
specialmente dal punto di vista delle applicazioni alla Matema- 
tica.— L'egregio amico e Collega, mi permetta che io colga que- 
sta occasione per associarmi agli elogi che gli vengono resi, e 
per rinnovargli qui, in iscritto, i miei rallegramenti. 

Johnson, nel 1892, con articoli inseriti in Mind, voi. I, nuova 
serie, e nel voi. Ili della Bibliothèque du Congrès internai ionale 
de Philosophie (pag. 185-199). 

Whitehead, nel 1898, con la pubblicazione del 2^ libro della sua 
Universal Algebra (pag. 35-116), e con memorie apparse posterior- 
mente neWAmericaìi Journal etc, come risulta dalle citazioni 
fatte nel testo. 

PoRETSKY, nel 1898, e successivamente tutti gli anni fino al 1902, 
con gli articoli: Sept lois fondainentales de la théorie des èga- 
lités logiques; Quelques lois ultériores de la théorie des égalités 
logiques {Bulletin de Ift Société Physico-Mathématique de Kasan ; 
Vedi anche Revue de Méthaphysique et de Morale, t. Vili, 1900 
per r art. : Espose élémentai^'^e de la thèorHe des égalités logiques 
à deux termes a e^ b; ed il voi. Ili della Bibliotèque du Congrès 
international de Philosophie, per l'art.: Théorie des égalités lo- 
giques a trois termes a, b et e). 

CouTURAT, nel 1906, con la pubblicazione h' Algebre de la Lo- 
gique (Ed. Scientia). 

Napoli. Ottobre 1906, 

A. Del Re 
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Nozioni generali introduttorio. 

1. Ogni conoscenza capace di deduttivo trattamento comincia 
con una serie di nozioni prime indefinibili , e con un gruppo di 
affermazioni intorno ad esse, non dimostrabili, che vanno sotto 
il nome di postulati od assiomi. 

Ad istituire una di siffatte conoscenze diversi gruppi di as- 
siomi possono essere formulati , ma quando se ne è posto uno 
tutti i postulati del gruppo debbono soddisfare, se presentati in 
forma astratta, alla triplice condizione di essere consistenti, 
compatibili, indipendenti', ed i postulati di un gruppo, quando 
diversi gruppi sono possibili, debbono potersi dedurre da quelli 
di un altro per via di semplici deduzioni logiche *). 

Le nozioni prime comuni a tutte le conoscenze deduttive sono 
quelle di classe di elementi, di y^elazione di un elemento alla 


*) OrdinariameDte, ad un sistema di postulati si richiede la condi- 
zione dì essere compatibili ed indipendenti , ovvero , come altri dice , 
quella di essere consistenti ed indipendenti ; però io ho creduto dover te- 
nere distinta la consistenza di un sistema di postulati dalla compatibilità ; 
giacché, come risulta da quanto è spiegato a pag. 2 , secondo capoverso, 
ì postulati di un sistema possono essere distribuibili in gruppi per modo 
che i postulati, dei varii gruppi siano verificabili in classi diverse, ed 
in esse, di conseguenza, compatibili , senza esserlo tutti in una stessa 
classe, dove riesci r ebbero, perciò, incompatibili. 
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classe cui appartiene , e di relazione fra due , o più , elementi 
della stessa classe, o di classi diverse. Per spiegare la nozione 
di classe, si può osservare che, in termini generali, è classe l'as- 
sieme delle varie determinazioni di cui è suscettibile un con- 
cetto generale, quando è possibile di poter dire se un concetto 
arbitrariamente scelto fa parte , o non , di una delle determi- 
nazioni di quel primo. Le varie determinazioni di un concetto 
generale si chiamano gli elementi della corrispondente classe. 

Le relazioni che possono sussistere fra gli elementi di una 
stessa classe, due a due considerati, si presentano sotto tre tipi 
diversi; cioè sono o riflessive, o transitive, o simmetriche. Se 
col simbolo Vi rappresentiamo una relazione qualsiesi sussistente 
fra gli elementi x ^y Ai una classe K, la scrittura xo^y dirà 
che X ha la relazione Vi con l'elemento y, e si converrà di rap- 
presentare pure questa affermazione scambiando y con x ed in- 
vertendo il simbolo Vi, vale a dire, scrivendo y'ì&X', nel qual caso 
IS si chiama relazione inversa della SS', e si rappresenta alle 
volte scrivendo anche 3l~*. Se c^ è tale che, qualunque sia a?, si 
abbia x'Slx , la 31 dicesi riflessiva] se, in vece, è tale che, detto 
z un altro elemento di K, dalle xViy , yVlz segue x^z , la SS' 
dicesi transitiva:, e se, in fine, è tale che 31 sia identica a 1(2, cioè 
che si abbia contemporaneamente x'S^y ,y^x , la S^l dicesi sim- 
metrica. Ad esempio, se K è la classe dei numeri, e per SH^ si 
prendono le relazioni espresse dai noti simboli =, <, ^ si trova 
che la relazione = è riflessiva, transitiva, simmetrica, la < è 
transitiva, la ^ è riflessiva e transitiva. 

Quando, in ordine ad una classe K di entità astratte, un si- 
stema di assiomi è stato formulato, questi sono consistenti se 
è possibile una determinazione concreta della K entro la quale 
essi sono individualmente verificabili, sono compatibili se 
nessuno è escluso dalla presenza degli altri, cioè quando in K 
sono verificabili simultaneamente, sono indipendenti quando 
uno non sia una logica deduzione degli altri. 

Tutta la matematica, nelle sue varie determinazioni, si svolge 
corrispondentemente a questi principii ; la Geometria procede 
dalla nozione di classe di punti, l'Algebra ordinaria da quella 
di classe di numeri; alla prima sono aggregate delle operazioni 
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fondamentali, in virtù delle quali dalla classe originaria nuove 
classi vengono dedotte ed all'altra sono aggregate operazioni che 
conducono da elementi della data classe, ad elementi della stessa 
classe. L'Algebra generale, come la Geometria, è basata sopra 
operazioni che conducono da elementi di una classe data ad ele- 
menti della stessa classe, o di classe diversa. 

Per operazione sopra un elemento di una data classe fatta con 
un elemento della stessa classe deve qui intendersi appunto ogni 
maniera di aggregamento del secondo elemento al primo, in se- 
guito al quale dai due elementi nasce una entità che può ap- 
partenere alla classe, o esserle estranea. 

L'Algebra della Logica, nella foi'ma che ha presentemente pre- 
so, nella quale il simbolismo ed i procedimenti per lo studio dei 
varii tipi di deduzioni generali sono sbarazzati da ogni conte- 
nuto particolare, può essere considerata come una dottrina ma- 
tematica astratta , e precisamente come una particolare dira- 
mazione dell'Algebra generale. Le classi nelle quali è possibile 
dare di essa una interpretazione concreta sono la classe di con- 
cetti che corrispondono a cose, o attributi di cose, e la classe 
delle proposizioni] d'onde segue ch'essa si suddivide in Algebra, 
o Calcolo^ delle classi propriamente dette, ed il Algebra, o Cal- 
colo^ deUe proposizioni. In questo senso, l'Algebra della Logica 
è utile a tutti gli studiosi di discipline filosofiche, e senza dub- 
bio pure, come ha fatto rilevare recentemente il Sig. Winter *), 


*) Nel fase, 4°, luglio, corrente anno, della Beone de Métaphynque et 
de Morale il Sig. Winter, in un articolo dal titolo: « Application de l'Ai- 
gèbre de la logique à une controverse juHdique », dopo di aver provato che 
r errore contenuto nel ragionamento fatto dalla corte di Cassazione di 
Parigi (D. 81, 1, 195) nel!' interpretare l'art. 789 del Ood. Civ. francese, 
proviene dalla ignoranza delle leggi di Db Morgan (§ III, prop. 7.*); e 
che, mentre da una parte il testo dell'art. 789 è incompleto, dall'altra 
la giurisprudenza, invece di risolvere i casi non previsti restando con- 
forme alla formula del testo, altera questa formula commettendo un er- 
rore logico; cosi conclude: « Dalle considerazioni che abbiamo esposte, bi- 
sogna concludere che sarebbe bene abituare coloro i quali sono chiamati 
ad esercitare le funzioni di giudice a servirsi correttamente di ragionar 
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ai cultori delle discipline giuridiche. Un terzo calcolo esiste che 
va sotto il nome di Calcolo delle relazioni ; ma mentre i primi 
due procedono quasi parallelamente sicché ad un medesimo pro- 
cedimento simbolico corrispondono generalmente due interpreta- 
zioni diverse, il terzo, inspirato a vedute più generali , richiede 
un trattamento proprio. 

È dominio della Logica simbolica moderna, l'assieme dei tre 
calcoli suindicati. Il calcolo delle relazioni permette di comple- 
tare ed esaurire l'analisi logica delle Matematiche. 

Stanno a base dell'Algebra della Logica le nozioni prime se- 
guenti, alcune delle quali sono definibili mediante le altre : 

L® una classe astratta K ; 

2.° una relazione di identità, che rappresenteremo col se- 
gno = fra elementi di K o aggregati di questi elementi , scri- 
vendo ^ = y quando, essendo x,y elementi di K, o aggregati 
di questi elementi, vorremo dire che in tutti i ragionamenti in 
cui figura X, può essere sostituito y senza che i ragionamenti 
e le conseguenze cessino di essere validi, e inversamente ; 

3.** una relazione fra elementi o gruppi di elementi di K, 
che rappresenterenio col simbolo <, e che prende il nome di 
inclusione, o implicazione, logica; 

4.^ due regole di combinazione {operazioni nel senso prece- 
dentemente definito) fra gli elementi di K , o aggregati di questi 


menti astratti , e per ottenere questo risultato d' insegnare la logica 
formale nella Facoltà di Dritto. Sarebbe preferibile ancora, senza dub- 
bio, che il legislatore, colui il quale fa la legge , ricevesse di una disci- 
plina logica quel tanto che gli permettesse di redigere correttamente 
i testi giuridici. Ma , come nessuna condizione di capacità è richiesta 
per divenire legislatore, non è possibile, nello stato attuale delle cose, 
applicargli la riforma di cui parliamo. D'altronde, anche ridotta sola- 
mente a coloro che applicano la legge, questa riforma ha poca proba- 
bilità di essere adottata oggi, perchè essa urterà delle abitudini seco- 
lari. Coloro che spingono lo spirito conservatore sino a volere conser- 
vare i loro pregiudizi], ed i loro errori, s' opporranno con tutte le loro 
forze a questa modificazione nell' insegnamento ; ma è ciò un motivo 
per non proporla, dal momento ch'essa è conforme alla ragione?». 


sr— ■:! 
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elementi , che rappresenteremo coi segni + , X *) e che chia- 
meremo rispettivamente addizione e moltiplicazione logica, chia- 
mando addendi e fattori gli enti aggregati. 

Al posto delle parole elementi , aggregato di elementi y di K 
useremo la parola unica termini di K quando non si abbia a 
parlare specificatamente di elementi di K. L'espressione tennine 
di K sarà frequentemente sostituita dall'altra termine logico. 

L'Algebra della Logica sarà qui svolta indipendentemente dalle 
due interpretazioni cui si è accennato. Tuttavia, qualche volta, 
sarà fatto appello al primo modo di interpretazione. 

§11. 

Primo sistema di postulati e concreta interpretazione di essi. 

2. Assumeremo come nozioni fondamentali una classe T, che, 
come si è innanzi detto, si dirà il tulio, la relazione di iden- 
tità = , e le operazioni di addizione e moltiplicazione logica 
nella maniera che risulta dai postulati seguenti. 


Ia . ^ + 2/ è un termine di 
T se a),7j sono termini di T. 

Ha . Esiste un termine N 
per cui, qualunque sia il termi- 
ne ^ in T, è sempre a?+N=a?. 


Ih. ^2/ è un termine di T se 
w , y sono termini di T. 

IIm . Il termine T è tale che, 
qualunque sia a?, si ha xT=Xy 
purché ir appartenga a T. 


Il termine N sarà chiamato termine nullo , o sempliceinente 
il nulla, lo zero (della classe T). 


IIIa . x+v=y-\ X se x,y 
ed X -^y ,y + X sono termini 
di T (legge commutativa 
per l'addizione). 


IIIm . xy = yx se Xyy ed xy, 
yx sono termini di T (legge 
commutativa per la molti- 
plicazione). 


IV. xi'y + z=x + (y + zì,..a) sex,y,z, x + y, {x+y)+z, 
y+z e x+iy + z) sono termini di T (legge associativa per 
l'addizione). 

V. x(y -\-z) = xy + xz,.. P) se x^y^z sono termini di T, ed 
y -{- ^ i^V ^^z^ooy '\- xz sono in T (legge distributiva della 
moltiplicazione rispetto all'addizione). 

*) La scrittura a X ^ ^^^^ sostituita frequentemente dall'altra a. 6, 
e pure dalla ab. 


VI. a;-i-x=a!...y) qualunque sia a; in T (legge dell'unità). 
Vii. Per ogni termine a? di T esiste un termine x tale che 

x + a)^T...(Sì , xw = N...{<i) 

Vili. II tutto T abbraccia almeno due termini x,y pei quali 

non è x^y (cioè, come si scrìverà, è a'4^j/). 

Questo postulato equivale, in sostanza, ad affermare che è 
Tz(zN (gualche ciasse esiste.'). 

3. Inlerpretationi. I. Assumiamo come classe T la classe dei ininti di 


tv-I' 



ma dei punti di T che 


dalla e 



1 y simiil- 

. postulati 
evidenbe- 

e il postu- 
ispezione 


piana qualsiesi, p. es., quella racchiusa 
rva y (fig. 1"); jiUora, secondo la defi- 
data in tiae del □." I, sarà termine di 
T ogni punto U di quest' area , ed ogni ag- 
gregato X, o y, dì punti di T, Come termine 
^"l'y (fig- 2'') asaiimiamo la classe 
punti di T che sono o j, o y o a e 
taneamente, e come termine xy la eh 
ino simultnneamente x bA. y i allora 
1* , In , IIm , III. , HIm , VI souo 
mente soddtafatti. £ soddisfatto pur 
lato IV come risulta dalla semplice 
della flg. 8", ed anche il postulato V. Si trova 
soddisfatto pure il postulato 11, se si assume 
che N esista in quantochè rappresenta tmisu» 
punto , o aggregato di punti , di T. 

Assumendo per termine x, l'aggregato dei 
degli X (flg. 4"), si trova soddisfatto il post. VII. 
quali (flg. 5") è xy^ìi, si di- 
ranno mutuamente esdutivi , o lermini disgivnti ; 
due termini x,y pei quali è «-f-y^T si 
diranno etavrienti (il tutto, l' universo del di- 
scorso). 

I due termini x , x che soddisfanno al po- 
stulato VII, sono contemporaneamente disgiunti 
ed eaaitrientì. Sì diranno aappUmentia-i , o ter- 
mini aontraddiUorii, 
classica le due relazioni xx^ìi ,x-\-x^T sono rispetti- 


— 7— , 

di prinaipio di contraddi: 
. interpreta- 
no cA< 1^ X 
U nulla , ovvero ciò 
ontemporaneamente x ; 


vamente conosciute col nome 
del litedio enelTtgo. Riferendosi i 
zione precedente , il primo di 
e eotUemporaneamenle x i 
che è X non può tMtere e 

il secondo dice : aU' infuori di ciò che è x e di 
cifi che è X »on vi è altro (nella classe T, nel- 
l'universo del diacoreo). 

II. Si assuma per T la oliiase di tutte le 
proposizioni. Un termine di T sarà una proposizione o i 
di proposizioni; si assuma per operazione -^• 
fra due termini x,}/ dì T l'operazione che 
consiste nell'affermare a; o y, e come opera- 
zione X quella che consiste nell'affermare Bi- 
ni ultaneam ente a; ed ^. Siccome ogni afferma- 
zione é una proposizione, cosi restano verifi- 
cati i postulati II , Ih , VI del gruppo pro- 
posto. Si assuma, inoltre, come teriuine N la 
classe delle proposfizioni atturde , cioè la classe delle proposizioni non 
affermabili *) ; siccome affermare jc o N è affermare x perche e e affer- 
mabile ed N no, sicché da x 4-N segue x, ed analogamente 3ic>.ome af- 
fermare X e T insieme è affermare z perchè T è sempre affermabile, 
sicché da a;T segue x ; così , dato al segno ^ posto fra due tei-mini x,y 
il significato che l'affermazione di x porti seco l'affermazione di y ed 
inversamente, ne segue essere verificati i postulati 11^,11^. La scrit- 



tura X -^ y -\-z afferma ^ -\-y o u , epperò e 
x-\-{y'\-x) afferma a; o y-|-s, e perciò pure j-, 


o i; la scrittura 
. Le due scritture 


*) Io dico che una proposizione è afferm-ibiU , indipendentemente dal- 
l'essere vera o falsa, allorché essa non è in contraddizione con le leggi 
fondamentali del pensiero, non affermabile nel caso opposto; ei in questo 
caso si dirà pure aiiurda. Cosi , una proposizione aeevrda è falsa uni- 
versalmente , cioè in tutto il dominio del pensiero; una proposizione 
falsa in nn certo dominio può non esserlo In un altro. Per es., la pro- 
posizione secondo la quale la a>jmma dei tre angoli di un triangolo non 
é due rotti è falsa nel dominio della geometria euclidea, ed è veramel 
dominio più. ampio della geometria non euclidea. 
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rappresentano dunque la stessa afiermazione ed è quindi verificato il 
postulato IV. Similmente, la scrittura ac(y-|-z) afferma contemporanea- 
mente 05 ed y o z ; la scrittura xy -|- ajz afferma o a; ed y contempora- 
neamente o contemp. a; e e ; essendo identiche le due affermazioni resta 
verificato il post. V. Sono, evid. , verif. pure i post. IIIa , IIIm- 

Per ogni dato termine x si assuma come termine x la classe di tutte 
le proposizioni appartenenti a T che non sono x; allora, affermare x o x , 
indifferentemente, è come affermare T ; ed affermare x o Xj simultanea- 
mente, è come affermare T assurdo, perchè x contiene le proposizioni 
che sono le negazioni delle proposizioni x, e che perciò non possono 
essere affermate simultaneamente ad esse. Dunque x-\-x=T ed a;x==N, 
e rimane cosi verificato pure il post. VII. 

III. Raffronto fra le interpi^etazicni 1 , II. Alla interpretazione di 
x -|- 1/ , data in I , come classe minima che abbraccia x ed y corrisponde 
l'interpretazione data in II consìstente neìVaffermare x o y: ed alla 
interpretazione di xy quale classo masaima comune ad x , y corrisponde 
l'interpretazione consistente nell* affermare simultaneamente x ed y. 

4. Consistenza e compatihilitìi. Le due interpret. preced. provano la 
consistenza dei postulati del gruppo proposto, e pure la loro compati- 
bilità , perchè nessuno dei post, del gruppo è escluso dalla presenza 
degli altri. — Ial interpretazione II, è bene di notarlo, non corriifponde esat- 
tamente a quella che generalmente vien data nel campo delle proposizioni. 

Indipendenza. La indipendenza dei postulati del gruppo si prova se- 
guendo la via indicata da Peano, Padoa, Pieri ed Hii.bert , e se- 
guita da Huntington nei lavori citati, con esempii analoghi a quelli 
forniti da quest' ultimo , e che qui non stimo utile riprodurre (con le 
debite varianti), sembrandomi più. opportuno entrare subito nella parte 
tecnica dell'Algebra cbe vogliamo studiare. 

S III. 

Proposizioni fondamentali. 

5. Sono conseguenza immediata dei postulati nel § preceden- 
te, le seguenti proposizioni. 

Prop. L* Non esiste alcun ier^nine di T cite abbia la pì^oprietà 
espressa dal post. IL, ed un solo tcìnnine N esiste che abbia la 
pì^oprietà espressa dal postulato IL . 

In fatti, esistano due termini N,Ni con la proprietà IL; al- 


sss:. 


^•Z^ • • ^ M ' 


co- 
lora dovrà aversi , per essere N , Nj tepiniai di T , e per IL : 

N, + N = N, , N + Ni = N, 

e per III4 : Ni=N. Analogamente si pruova che se un Tj esi- 
ste con la proprietà IIm di T, è T, = T. 

Prop. 2.^ Per ogni termine x un solo termine x esiste pel 
quale è x + x = T , xx = N. 

In fatti, esista oltre a x, un altro termine a?, pel quale sia 
a? + ^j = T,a?irj = N ; allora si avrà 

x^=^T!x^=^{x-\-x) x^=a:x^-hxx^^ìs-{'XX^^.vx-{-xx^=x (X'W^)^=ocT!^x . 

Definizione, Il termine x, di cui nella proposizione precedente, 
si chiama termine supplementare del termine x, ovvero nega- 
zione di X, Si dice anche che x q x sono termini contradittorni. 

Osservazioni. Come fece osservare Miss Ladd , il solo princi- 
pio di contraddizione (n.® 3 in fine) uon basta a definire due ter- 
mini contraddittorii, occorre ancora il principio del medio esclu- 
so, il quale meriterebbe anch'esso di ricevere quel primo nome 
(cfr. CoDTURAT, 1. e, pag. 24). 

Mac-Coll chiama legge del medio escluso la combinazione delle due 
relazioni _ _ 

(The CaZculus of Equivalent StatemenU and Integration Limits, Proceedings 
of the London Mathematica! Society, voi. IX, 1877-78). 

L'unicità del supplemento a; di x permette di dedurre dalla egua- 
glianza x = y V altra us == y ; vale a dire si possono negare entrambi i 
memori di un'eguaglianza senza che V uguaglianza cessi di a'oer luogo, £ 
cosi, allorché si vuol dimostrare un'eguaglianza logica, si può dimo- 
strare V eguaglianza logica supplementare , se ciò è più conveniente. 

Corollario 1.® La negazione del tutto è il nulla, la negazione 
del nulla è il tutto. 

In fatti, per IIm e per IL rispettivamente, si ha 

TN = N , T + N = T; 

dunque , per la prop. 2.% 

N = T , T = N. 

A. DsL Rb — Algebra della Logica. % 




— 10 — 

Corollario 2.® Il termine supplementare del supplementare 
di un dato è lo stesso termine dato; vale a dire x=^x {legge 
della doppia negazione). 

In fatti, dato x , soltanto x (prop. 2.^) soddisfa alla doppia re- 
lazione 

Prop. 3.* Qualunque siano i termini x , y si ha sempre 

xy = x{y + x) . (1) 

In fatti, xy=-(vy + '!>l = ooy'j-xx = x(y + x). 
Corollario 1.® Ponendo i/ = N dalla (1) si deduce 

a?N = a;(N + ^) = (per post. IL ) o?^ = N ; (2) 

cosi il prodotto del termine nullo per un termine arbitrario è 
il termine nullo. 
Corollario 2.^ Ponendo y==^Xy dalla (1) si deduce 

a:x = x{x -{- x) = xT = x , 
ovvero 

xx = x . (y') 

Questa relazione è conosciuta col nome di legge di semplici- 
tà, o dì tautologia (Jevons, Pure Logic; Johnson, The Lo- 
gicai Calculus, Mind, 1892). 

Osservazione. Qualunque siano x,y si ha sempre 

x + xy = x(x + y) , (3) 

giacché per la (y') 

x + xy = xx -\- xy = x(x + y) . 

Per y = x, tanto il 1.*^ che il 2.^ membro della (3) prendono 
il medesimo valore ^, e, in virtù della (t)>(y')» si può osserva- 
re , che la stessa cosa avviene per |/ = N e per ^ = T (dopo di 
avere eseguito la moltiplicazione per x). Ora dimostreremo che x 
è il valore comune dei due membri della (3) qualunque sia il 
valore di y, cioè dimostreremo la seguente 

Prop. 4.^ Qualunque siano x ed y si ha sempre 

x = x + xy = x(x + y) . (4) 

In fatti, 

X + xy = xT + xy = x{y + y) + xy = xy + xy + xy = 
= (per IIIa )xy + xy + xy= [per (y)] xy + xy — x(y+y)=x . 
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La relazioDe (4) è conosciuta col nome di legge di assorbi- 
mento, e si distingue in legge di assorbimento per l'addizione^ 
quando si ha riguardo air uguaglianza x=^x-\'Xy y ed in legge 
di assorbimento per la moltiplicazione, quando si ha riguardo 
air uguaglianza x = x(x + y). 

Corollario. Essendo x,y,z,...,t dei termini qualimque si ha 

x=x-\-xy'\'Xyz-\- ... '\'Xy ... t=x(x+y) (x+y+z) ... (x+y"\- ... + • 

Con l'aiuto della precedente proposizione e della legge asso- 
ciativa per l'addizione, si dimostra ovviamente la 
Prop. 5.* Qualunque siano x ed y si ?ia sempre 

x + y = x + yx . (1') 

In fatti, 

x + y = (x + y)T = (x + y){X'{'X) = 

= per la (4) x + (x + y)x = x + (xx + yx) 

ovvero (senza l'impiego del post. IV), per essere 070? = N, 

X ■{-y = x + yx . 

Si può pure ragionare così 

x+y=x-\'y{x-\-x) = (per post. IV) x+ayy+yx=: [per (4)] x+yx . 

Corollario. Ponendo T al posto di y in (1') si ha 

x-JrT = x + Tx = x + x = T ; 

così la somma di un termine e del tutto è il tutto. 

Col medesimo aiuto che per la dimostrazione della prop. pre- 
cedente si dimostra la seguente 

Prop. 6/ Qualunque siano x,y ,z si ha sempre 

x + yz = (x + y){x + z) . (p') 

In fatti, 

x-\-yz = x-\-xy'{-yz = x + y{x + z) = 
= x{x + z) + y(x + z) = (x + y) {x + z) . 

La proprietà espressa dalla relazione O') si chiama legge 
distributiva dell' addizione rispetto alla moltiplica- 
zione. 

6. Per rappresentare il termine supplementare di una somma. 
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di un prodotto, porremo in parentesi la somma ed il prodotto, 
e poi a sinistra, fuori della parentesi ed in alto, un piccolo trat- 
to; scriveremo, in altri termini, 

per indicare rispettivamente il termine supplementare di quello 
che risulta dalla somma x -{- y, e di quello che risulta dal pro- 
dotto (vy. 

In ordine al modo di formare il termine supplementare di una 
somma, o di un prodotto, si ha la seguente 

Prop. 7.* Il supplemento della somma di due ter^nini è il pro- 
dotto dei supplementi di questi termini^ ed il supplemento del 
prodotto è la somma dei supplementi; vale a dire 

'-{x-\-y) = xy (5) 

-{xy) = x-\'y . (6) 

In fatti, 

cc + y + xy = x + xy'\'y==x-^y-\-y = X'\-T = T 

(x + y)xy = X . xy + y . xy ; 

e per essere in generale 

z.zt = ìi + z,zt = zz + z,zt = z{z + zt) = zz = '!>i , ... (7) 
è pure 

dunque la (5) è vera. 
Per pruovare la (6) si osservi che, per la (5), 

~{x + y) = xy = xy , 
e che perciò _ _ _ _ 

~(^y) = "["(^ + y)] = oo + y - 

La (6) può essere dimostrata direttamente in modo analogo a 
quello tenuto per dimostrare la (5), poiché si ha 

c(^y + (à) + y) = x + yx + y = x-['y + y = x + T = T 
(vyix + y)=(x + y)xy=x .xy-\-y ,xy=[]^ev la (7;] N + N=N . 

Le formole (6), (7) sono generalmente conosciute col nome di 
(prmule di De Morgan. 
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Con l'aiuto della proposizione precedente si può ora dimostrare 
che la moltiplicazione, come l'addizione, gode nell'Algebra della 
Logica, della proprietà associativa; cioè si ha: 

Prop. 8.* Qualunque siano x , y , z ha luogo la relazione 

xy,z = x,yz . («') 

In fatti, 

-[xy,z]=~{xy) + z={x-\-y) + z= (per post. IV) a? + (y + '2^) 5 

dunque 

xy,z='-[x~\-{y -\-z)\ = xr{y-\'Z) = x.yz . 

Osservazione. Dai postulati IIL e IV segue che si può variare 
comunque l'ordine dei termini di una somma logica senza cam- 
biare la somma stessa. Dal postulato IIIm, e dalla proposizione 
precedente segue che la medesima proprietà ha luogo per un 
prodotto. 

Dalle medesime sorgenti deriva pure che la prop. 7.* è vera 
non soltanto per la somma, o pel prodotto, di due termini, ma 
per una somma, o per un prodotto, di un numero qualunque di 
termini ; giacché, per es. 

-{po + y + z + t)='[x + {y + Z'\-t)\ = xr{y + z + t) = 
= x.~[y + {z -{-()]=:= xy~{z + t) — xy zi . 

~{xyzt) = '{x . yzt) = x+ "(yzt) = 
==0(;+''{y.zt) = x + y +''{zt) = x + y + Z'\'l . 


Prop. S."" Se X + y = N è j/f^re 


Se xy = T , è pu7^e 
x = T , 2/ = T. 


In fatti , in virtù della (4), dopo di avere 


moltiplicato per ^, si ha 
x{x + y)==x = ìix = ]<l . 


aggiunto a?, si ha 
x^ xy=iX = T -\'X=^T . 


Scambiando x con y si dimostra l'analoga proprietà per y. 

Corollario. Una somma (o un prodotto) d'un qualsiasi numero 
di termini logici non è nulla (non è il tutto) se non è nullo 
(non è il tutto) ciascuno dei termini logici. 
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Prop. IO.* Se cvy=:x + y è oc = y. In fatti , 

moltiplicando i due membri del- 
l' uguaglianza data una volta 
per X un'altra per y, si ha 


sommando ai due membri della 
uguaglianza data una volta w 
un'altra y, si ha 


oo-{-wy = x=X'i-y 
y + cvy = y = x + y ; 


xy = x(x •^y) = x 
xy=y{x + y) = y; 


d'onde, col confronto dei termini identici, segue appunto j? = 2/. 
La proposizione è vera pure se in vece del prodotto e della 
somma di due termini si considera il prodotto e la somma di 
un numero qualunque di termini ; cioè dall'uguaglianza 

seguono le uguaglianze x = y = ,.. = t] e l'una, o l'altra, delle 
due precedenti dimostrazioni, vale per questo caso più generale. 


Prop. 11.^ Se è xy=xz è pure 
x+y=x+z , ed inversamente. 

In fatti , aggiungendo x ad 
ambo i membri della relazione 
data , si ha 

X '\-xy^=^x ■\'XZ , 

ovvero, in forza della (1'), 

X'\-y=^X'\- z . 


Se^x + y = x + z è pure 
xy = xz , ed inversamente. 

In fatti, moltiplicando ambo 
i membri della relazione data 
per ^ , si ha 

x{X'\ry) — ^{oc-\-z) , 

ovvero, in forza della (1), 

(cyz=ixz , 


Osservazioni, I. La prop. 11.*^ a dritta, facendo il cambio x 
ina?, diventa la inversa della prop. IL* a sinistra, ed inversa- 
mente. 

IL Stando al significato attribuito nel n.® 1 al segno = si 
deduce che date due, o più, eguaglianze logiche (espressioni fra 
termini logici separate dal segno = *) se queste si sommano, o 


*) Per espressione logica si deve intendere ogni aggregato di ter- 
mini logici formato col mezzo delle operazioni di addizione , moltiplicar 
zione e negazione logica. In una eguaglianza logica alla espressione che 
figura prima del segno = si dà, come nell'Aritmetica, il nome di 1^ 
membro dell' uguaglianza , ed alla espressione che figura dopo di tal 
segno il nome di 2^ membro. 
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si moltiplicano membro a membro, dalla somm^^ o dal prodotto^ 

nasce una nuova eguaglianza logica. Così , da x = y yZ=^t, ,,, 

nascono 

X'\'Z-\' . .. = y -\- 1-\- ... ed xz ,.. = yt.. , . 

Ciò posto da ciascuna delle prop. IL* a sinistra ed a dritta 
si deduce la 

Prop. 12/ Se contemporaneamente si ha 

» 

a? 4- 1/ = ^ + ^ . . . (8) xy=:^xz... (9) 


si avrà y = z. 

In fatti, per la prop. 11.*" 
a dritta, si ha insieme alla 


la 


x+y=x+z , 


xy = xz ; 


e questa, sommata membro a 
membro, alla xy = xzy dà 


a sinistra, si ha insieme alla 


la 


iry = xz 

x + y = x + z ; 


e questa, moltiplicata membro a 
membro, con la x+y=x+Zy dà 


!vy '\-' xz — xz -\- xz ; (o^i-y)(oo+y)=(o(;+z)(x+z)\ 

d'onde, tenuto conto della legge distributiva 
della moltiplicazione 


(x + x)y = {x -{- x)z 


dell' addizione 


y-^-xx^^z + xx , 


ovvero y = Zy come volevasi dimostrare. 

Un'altra dimostrazione della stessa proposizione 12.% indipen- 
dente della 11.% è la seguente: 


Si moltiplichi la (8) per y; 
si avrà: 

y = y(x + z) = yx + yz 

e per la (9), (8) succ. 

y=xz + yz = (x + y)z = 

= {x -\- z)z = z . 


Si sommi alla (9) la y ; si 
avrà : 

y = y-]rirz = {y-^x){y + z), 

e per la (8), (9) succ. 

y= {oc + z) {y -\-z) = z + xy== 

= Z'\-XZ = Z . 


Osservazione, Dalla prop. 12.^ si deduce che, nell'Algebra delia 
logica, non è permesso sopprimere dai due membri di una egua- 
glianza due termini identici , sia che entrino come addendi che 
come fattori, senza che l'uguaglianza cessi di sussistere, in gen. 
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IV. 


La legge di reciprocità di Peirce e Schroder. 

7. Se si prendono in esame e si raffrontano fra loro i postu- 
lati Ia ed Im, Ha e IIm, IIIa e IIIm, la formula (a) del pos.t. IV 
e la formula («') della prop. 8.% la formula (P) del post. V e la 
formula (P') della prop. 6.% la formula (y) del post. VI e la for- 
mula (y') del Cor. 2.® prop. 3.% nonché le formule (5), (s) del post. 
VII , si trova che da L , IL , IIIa , (a) , (P) , (^) si passa rispetti- 
vamente a Im , IIm , IIIm , {et') , (p') , (s) ed inversamente, scambiando 
il segno -1- dell'addizione nel segno X della moltiplicazione ed 
inversamente , e scambiando altresì fra loro i termini N e T. 
Ne segue che, ove al gruppo di postulati proposti, si sostituisce 
l'altro che da esso si deduce sopprimendo i postulati IV, V, VI 
e postulando, in vece, le formule (a'), (P'), (y) si arriva non solo a 
dimostrare le formule (a), (P), (y) e tutte le proposizioni del § pre- 
cedente , ad eccezione di quelle corrispondenti alle tre formule 
postulate, con la semplice esecuzione di siffatti scambii nei varii 
ragionamenti che sono serviti per istituirle, ma pure a ricavare, 
da ogni altra deduzione logica del 1.® gruppo di postulati, una 
analoga deduzione logica del 2.® gruppo. 

Così, nell'Algebra della Logica, 1^ formule si presentano due a 
due in guisa che, dimostratane una come vera, è vera pure quella 
che da essa si deduce allorché, scambiati dappertutto i segni 
della addizione e della moltiplicazione rispettivamente nei segni 
della moltiplicazione e dell'addizione, si scambino altresì fra loro 
il tutto ed il nulla ; purché , beninteso , nella dimostrazione di 
quella prima formula non si sia fatto uso di nozioni diverse da 
quelle che sono servite di base ai postulati del § precedente, o 
a tutti quegli altri di cui essi possono essere considerati come 
logiche deduzioni. Nella coesistenza di siffatte formule due a due, 
e nel processo di deduzione di una dall' altra consiste la così 
detta legge di reciprocità, o di dualità nell'Algebra della Lo- 
gica; legge scoverta dapprima da C. S. Peirce, e poi, indipenden«- 
temente, da Schròder. Due formule, o semplicemente due espres- 
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sioni logiche dedotte l'una dall'altra nel modo sopra indicato si 
dicono reciproche^ duali, o dicalistiche. Due proposizioni duali- 
stiche (è quasi superfluo l'avvertirlo) possono dimostrarsi ap- 
plicando processi dualistici di ragionamento allorché diretta- 
mente si siano dimostrate, come nel § precedente si fece, quelle 
che completano dal punto di vista della legge di reciprocità i 
postulati fondamentali (pel gruppo dei postulati al § II, siffatte 
proposizioni sono la 8.* che completa dal punto di vista suddetto 
il post. IV, la 6.* che completa il post. V, ed il Coroll. 2.^ della 
prop. 3.* che completa il post. VI). Tale è la procedura che 
si tenne per le proposizioni 9.^ ed 11.% e tale sarà quella che 
si terrà nel seguito per altre proposizioni; ma due proposi- 
zioni dualistiche possono dimostrarsi , dimostrandone una sola 
ed aflermando l'altra in base alla legge di reciprocità. Una stessa 
proposizione può essere dualistica a sé stessa, come sono la 4.% 
la 7.% la 10.% la 12.*; allora essa ammette, a fianco di ogni di- 
mostrazione, la dimostrazione dualistica. Cosi, coppie di dimo- 
strazioni dualistiche sono state date per le proposizioni 10.% 12.^; 
anzi, per quest'ultima ne sono state date due coppie. 

Se raggruppiamo, e mettiamo insieme due a due, le varie for- 
mule dualistiche che abbiamo incontrate nel § II e III, possiamo 
formare il quadro seguente 

I. Leggi commutative 

x + y^zy -\-oo post. IIIa 
xy = yx post. IIIm 

II. Leggi associative 

oo + y + z = x + {y+z) post. IV 
ocyz = x ,yz prop. 8.* 

HI. Leggi distributive 

X -f yz = (w + y){x + z) prop. 6.^ 
x(y + z) = xy + xz post. V 

A. Dkl Rr — Algebra della Logica. 3 


— 18 — 

IV. Leggi tU assorbimento 

I prop. 4* 

V. Legge dell'unità e legge di tautologia 

x-\'X=^x post. VI 

^a? = a? Cor. 2.^ prop. 3.^ 

VI. Proprietà dei termini N e T 

it? -|- N = ^ . . . post. IL ; ^ + T = T Cor. prop. 5.* 
a^ = a? . . . post. IIm ; a?N = N Cor. 1.*^, prop. 3.* 

Vn. Definizione del termine supplementare di un dato 

l post VII 

Vili. Maniera di prendere il termine supplementare di una 
somma» o di un prodotto 

~{a) + y) = wy 1 

« [ prop. 7.^ 
~{xy) = X'\-y 1 

È nel reiterato maneggio delle formule ài questo quadro che 
consiste tutta la tecnica del Calcolo logico. 

8. OsservazionL I. Si noti che, allorquando si forma l'espressione sup- 
plementare di una espressione logica data, quella differisce dall'espres- 
sione reciproca di questa pel fatto che ad ogni termine dell'una si trova 
nell'altra sostituito il termine supplementare ; giacché l' operazione del 
prendere l' espressione supplementare di una data, oltre alle operazioni 
richieste per effettuare quella del prendere la espressione reciproca , 
contiene l'operazione del mutare ogni termine che non sia il tutto, o 
il nulla, della espressione data col proprio supplemento. Inversamente, 
dalla espressione supplementare di una data si passa alla reciproca di 
questa, cambiando ogni termine* che non sia il tutto, o il nulla, nel 
proprio supplemento. Cosi, la legge di reciprocità, indipendentemente 
dai ragionamenti già fatti , può ritenersi provata come conseguenza 
delle formule di Db Morgan (prop» 7* ed ogserv. in fine della prop. 8^), 
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e della proposizione secondo la quale neg(»ndo t due mtmbri ài inui éguik- 
glianza si ha di nuovo un'eguaglianza (jprop. 2^, osaerv.f in fine). 

IL Se si prende in esame il gruppo, da I a VII, delle relazioni 
del precedente quadro, si trova che, postulando le formule I, le for- 
mule n, la seconda delle III, la prima delle IV, la seconda delle Y, 
ed ammettendo ì postulati 11^ , IIm) VI di cui al § I, si può istituire 
l'Algebra della Logica, partendo pure dal seguente 

Secondo sistema di postulati. 

I. Legge commutativa 

x-jr y = y'\- X ; xy = yx . 
IL Legge associativa 

a^ + y + » = ^ + (y + ») ; xyz = x.yz . 

III. Legge distributiva della X rispetto alla -}- 

x(y -^^ z) = xy '\' xz . 

IV. Legge di assorbimento per 1' -|- 

aj -j- ajy = X • 

V. Legge di tautologia 

XX = X • 


VI. Un termine N esiste per 
cui è aj-f-N = a;, qualunque sia x. 


Un termine T esiste per cui è 
ojT = X , qualunque sia x. 


VII. Per ogni termine x esiste un termine x tale che 

x-\-x = T , aja5 = N . 
In fatti: 

a) Da IV e V per y = a5, si deduce 

X " I ■ X 2^S X m 

e questa relazione è la prima delle V del quadro al n.® 7 ; 
P) Da III, da V e da IV successivamente si deduce 

05(35 -f- y) = a:aj -f- ®y = ^ + ®y = ^ ; 

e questa relazione contiene entrambe le IV del quadro al n. 7 ; 

Y) Per la IV, la II a sinistra , la III , per la precedente in p) e 
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dì nuovo per la III) è successivamente 

ed è perciò verificata la prima delle II del quadro al n.® 7. 

Cosi , in vista del modo come venne dimostrata la unicità dei ter- 
mini T , N , a: , nonché le altre proprietà di questi termini , incluse le 
formule di Db Morgan , che ora possono anche essere dimostrate evi- 
tando la dimostrazione della (7) al § II , restano verificate tutte le for- 
mule del quadro al n.® 7. 

Cosi ancora, ammessa la legge associativa per la moltiplicazione con 
la legge di assorbimento per Paddizione e la legge di tautologia, che 
nel primo gruppo di postulati mancavano resta provata la legge di re- 
ciprocità per quelle proposizioni le quali riposano (sono deduzioni lo- 
giche) soltanto dei postulati I , II , III , IV, V del gruppo precedente, 
indipendentemente dal sapere se essendo x , i/ , ... termini di una classe 
K, le operazioni di addizione e moltiplicazione logica quali risultano 
introdotte da tali postulati , conducano , o meno , a termini di K ; ed 
indipendentemente altresì dai postulati VI, VII che definiscono i ter- 
mini N , T , a;. Siccome questa introduzione è poi fatta con riguardo al 
principio di reciprocità , così questo principio resta vero e completalo 
(ci riferiamo allo scambio che deve farsi subire ai termini N,T), quando 
si considera il gruppo intiero da I a VII del precedente sistema di 
postulati. Da queste osservazioni segue , in una forma più. chiara di 
quella che già risultava precedentemente, e che ha già fatto rilevare 
il Sig. CouTURAT *), come la legge di reciprocità sia indipendente dalla 
nozione di termine supplementare di un termine dato. 

§v. 

Le inclusioni logiche. 

9. Definizioni ed uguaglianze equivalenti ad inclusioni, — La 
legge di assorbimeuto, couteuuta nelle relazioni 

mostra che, se si pone xz = yf ovvero x + z = y, sono possibili 


*) Loc. cit., pag. 21, n.° 14. 


•^«K^kA^BM 
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relazioni della forma 

07 = 072/ ... (1) ; 2/ = a? + 1/ ... (2) 

Nella interpretazione per mezzo di classi (n.® 3, I), la prima 
dice che a? è la classe comune alla classe x ed alla classe y\ 
e la seconda dice che la classe minima la quale abbraccia le 
classi a? ed 1/ è la 2/; entrambe, dunque, esprimono la medesima 
relazione fra x ed y. Nella interpretazione per mezzo di affer- 
mazioni (n.° 3, II), la prima dice che l'affermazione simultanea 
di a: ed 2/ vale la semplice affermazione di a?, cioè dice che l'af- 
fermazione di X contiene, implica y l'affermazione di y; e la se- 
conda dice che affermare x o y è come affermare y soltanto, 
cioè dice che l'affermazione di x solo implica l'affermazione di 
y. Anche, dunque, in questo modo di interpretazione le due for- 
mule rappresentano la medesima relazione fra x ed y. Questa 
relazione si chiama relazione di inclusione logica ^ o di implica- 
zione , secondochè si ha di mira l' una interpretazione, o l'altra, 
e sarà rappresentata col simbolo <, scrivendo, in luogo delle 
precedenti formule, l'una o l'altra delle due seguenti 

^<i/ , y>a? (1, 2) 

la prima delle quali sarà letta 4: x è incluso, è contenuto in 
{fa parte, è una sottoclasse di) y », ovvero « x implica ^ », e la 
seconda sarà letta « y include, contiene {ha come parte, è una 
sopì^aclasse di) x », ovvero « t/ è implicato da x ». Le relazioni 
(1, 2) si chiamano inclusioni, o implicazioni, ii%verse l'una del- 
l'altra. Imitando il Sig. Poretsky *) la x<iy potrà chiamarsi 
una sotto-inclusione e \si y"^ x una sopra-inclusione. 

Le (1), (2) sono due modi diversi per esprimere la relazione 
di inclusione fra i termini x^y, e sono equivalenti nel senso 
che, ammessa l'una, è vera pure l'altra, come risulta chiaro 
dalle due interpretazioni che ne sono state date ; però può di 
ciò essere data una dimostrazione diretta dimostrando la pro- 
posizione seguente, dalla quale risulta altresì che quattro altri 


*) Qìielqtbes loia ultérieures de la ihéoHe des égcdités logiques, Bulletin de 
Kasan, t. X, n. 3, pag. 200. 
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modi vi sono per significare la relazione di inclusione per mezzo 
di eguaglianze. 
Prop. 13.* Le sei relazioni 

x^=xy... (3) ; y=:x + y...{A) ; a?iy = N... (5) 

a; = a? + j/... (6) ; y = a>y... (7) ; 5? + |/ = T... (8) 

sano tali che avendo Itwgo una qualunque di esse avranno luogo 
le rimanenti. 

Poiché le (6), (7), (8) sono le relazioni supplementari rispettiv. 
delle (3), (4), (5) è evidente (prop. 2.*, osserv.) che basta limi- 
tare la dimostrazione della proposizione soltanto a queste tre. 

Ora si ha: 
«) Se x=^xy, addizionando y ad ambo i membri, sarà: 

X + y = xy + y^=y , che è la (4); 

moltiplicando ambo i membri per y sarà in vece: 

ccy = xyy^='^y che è la (5). 

p) Se y=a) + y y moltiplicando ambo i membri per a?, si ha: 

ooy = x(a) + y) = x, che è la (3); 

e da questa, per a), segue la (5). 

Y) Se a?2/ = N, aggiungendo ad ambo i membri ary, si ha: 

an^ + xy = oo{y + y)=xT===x = ìi + an^=xy, 

che è la (3); e da questa, per a), segue la (4). 

Esercizio. A titolo di esercizio si osservi quanto segna : 
1.^ Se è x=:^xy, aggiungendo x ad ambo i membri si ha 

X -{- x = x -\- xy j ovvero T = x -\- yx = x '^- y j 

che è la (8). 

3.^ Se è ysstx^yj moltiplicando ambo i membri per y si ha 

yy = y(x -^-y), ovvero N=rya;, 

che è la (6); aggiungendo, invece, x si ha a;-|-y=a5+*"i'y=T+3/=T, 
che è la (8). 

3.^ Se xy = 'N , aggiungendo ad ambo i membri os, si ha 

1/ -|- ocy = N + y , ovvero a: + y = « , 


tas- 
che è Ift (4); prendeudo i supplementi d*ambo ì membri, si iui la 

che è la (8). 

4.^ Se è x^^y^atT f moltiplicando ambo i membri per x si ha 

xy = Tx = X , 

che è la (8); moltiplicando per y e prendendo poi i supp}. dei dq^ 
prodotti : as -f- y = y , che è la (4) ; prendendo 1 supplementi d' ambo 
i membri: xy = N. 

Cosi, limitatamente alle (3), (4), (5), (6) cba fra le sei relazioni disll* 
prop. precedente hanno forma effettivamente differente , questa propo- 
sizione tenuto pur conto di quanto si è detto in a) , p) , y) resta di- 
mostrata, per ogni caso, direUamente, nel senso che da ciascuna delle 
4 relazioni si fa, direttamente, discendere la verità delle altre tre. 

Osservazioni. Dalla prop. 13.* e dalle (1, 2) segue che è la me- 
desima cosa scrivere 

^<2/ , y>oo, (9) 

ovvero scrivere una qualunque delle sei relazioni 

cc = 0(Ty , y=x-\-y , ^ = N J 

a? = a? + i/ , y = !vy , a) + y = T ] 

Corollario 1.® Poiché N = Na?, ed x = Tx qualunque sia a?, 
si ha, per ogni termine x 


CoROLL. 2.^ Ogni prodotto di 
due , più ^ termini logici x , 
y , . . . , t è incltiso in eiasouno 
dei fattori. 


CoROLL. 2.^ Ogni somma di 
due » o più, termini logici x, 
y , . . . , h include ciascuno de- 
gli addendi. 


In fatti, dimostrando la sola proposizione a sinistra, abbiamo^ 
per ia legge di assorbimento 

^ + (^y ... /i) = a? , ^ -f {xy ... h)==y , ... , t/i -f {xy ... h) = h; 
e quindi, per la 2** delle (IO) 

osy ..,h<C^x , xy ,.,h<y , ... , ooy ,..fi<ih , 

In modo analogo (o per la legge di reciprocità) si dimostra la 
proposizione a diritta. 
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CoROLL. 3.® Se un prodotto e- 
guaglia uno dei fattoria questo 
eguaglia pure il prodotto di esso 
per uno, o per un gruppo qua- 
lunque^ dei rimanenti fattori. 


CoROLL. 3.^ Se una somma e- 
guaglia uno degli addendi, que- 
sto eguaglia pure la som/ma di 
esso e di uno, o di un gruppo qua- 
lunque, dei rimanenti addendi. 


In fatti, supposto x = xyz...h (dimostriamo la sola proposi- 
zione a sinistra) si ha pel coroll. 2.° a sinistra 

e quindi, per la L* delle (10) 

oc — — Ci/y t oc — Ouz , « . • , 00 ^^^^ oon, • 

Siccome, dalla medesima relazione, scritta nella forma 

cc=x . {yzt ...).. .h 

si ha x<Zyzt...y dalla stessa 1.^ delle (10) si ha pure w=xyzt... 
Corollario 4.® Legge di contrapposizione, — Dal confronto 
della 1.* delle (10) con la 5.% e dalla interpretazione loro per 
mezzo delle (9), si deduce che mentre è x <Cy y è pure y <C^x, 
ovvero che le due inclusioni 

oo<y , x>y (H) 

hanno luogo simultaneamente. Esse dicono che dalla negazione 
dei due membri di una inclusione logica nasce l'inclusione lo- 
gica inversa (l'inclusione diventa opposta alla data). 

In questo enunciato, o meglio nelle formule (11), consiste il 
così detto principio , o legge, di contrapposizione, 

10. Proposizioni diverse sulle inclusioni. — Una serie di propo- 
sizioni sulle inclusioni , che ora daremo , permette un rapido 
maneggio di queste nel Calcolo logico, e di presentarne un'ap- 
plicazione a tradurre in formule le quattro proposizioni tradi- 
zionali della Logica deduttiva, e la teoria del Sillogismo. — he 

9 

proposizioni sono le seguenti. 

Prop. 14.* Se x < y ed y < z , sarà x < z. 

Infatti, da x <iy ,y <.z seguono x = xy ,y = yz , e quindi 
pure x=^x ,{yz)^=xyz\ ed allora, pel coroll. 2.° prop. prec. , è 

x=^xz y cioè x<^z . 


or^ 

la questa proposizione consiste il cosidetto principiò del 
sillogismo. 

Prop. IS.* Se x<y ed y<^, è x = y. 

In fatti , da co <iv,y <x seguono x=xy ,y = yx, e quindi 
pure x = y. 

Prop. 16/ Se X <y ed n <\ è 

ux <.vy , u -^x <iv + y . 

In fatti, le due inclusioni date forniscono le due coppie di u- 

guaglianze 

x^=^xy , u=uv 

Moltiplicando, membro a membro, le prime due, e sommando, 
membro a membro, le seconde due, si ha 

%tx = xì/ .uv^^ux ,vy , d'onde nx < vy 
'^+y=4M+'0)+{x+y)=z(v-\-y)+(u-^x) , d'onde u+x<v-\'y . 

In linguaggio ordinario, e tenuto pur presente che una egua- 
glianza logica è caso particolare di una inclusione (prop. 15.*), e 
che, perciò, la proposizione precedente è pur vera se una delle 
due inclusioni è una eguaglianza, essa proposizione può essere 
enunciata dicendo che dal prodotlo^ o dalla somma ^ di due (e 
quindi pure di un numero qualunque) inclusioni logiche omxmime 
(tutte sotto-inclusioni, tutte sopra-inclusioni) di inclusioni 
omonime e di eguaglianze nasce una inclusione omonima alle 
date.— La, proposizione precedente, più in generale, si può quindi 
enunciare nella forma: 

Se X <Cy ed u<v, e se a,p sono termini logici arbitrarii 

sarà 

a$.ux <^a^.uv , ax -\-^u <ay -r^v . 


Corollario. Il pì^odotto xy...h 
di più termini logici è incluso 
nel prodotto e nella somma di 
un numero qualunque di essi. 

In fatti , pel coroll. 2.^ a si- 

A. Drl R« — Algebra della Logica. 


La somma x-|-y+ ... -f-h di 
più termini logici include la 
somma ed il prodotto di un nu- 
mero qualunque di essi. 

In fatti , pel coroll. 2.° a drit- 

4 


Distra della prop. 13.% si ha 

xy...h <i£c 
ccy...h<.y 


ta della prop. 13.', si ha 
!X + y + ... +A> se 


wy ...h<,h\ 

dunque, moltìplicaDdo, o som- 
mando, 

fra loro, membro a membro, un numero qualunque di queste re- 
lazioni si ha la verità dell'asserto. 

Se z<x + y + ,.,-i-h sarà 


0^ + 1/ + . ■. + A>A; 

dunque, sommando, o moltipli- 
cando. 


Prop. 17.' Se z < xy ... h sarà 

z <af , 2<j/ , ... , z<,h 

z<x-\-yJr...-\-h. 


s>x , z>y , ... , z>h 
z> xy ...h . 


In fatti, dal coroll. 2." prop. 13.% e dal coroll, della prop. 18." 
a sinistra, si ha rìsp. 1 a dritta, si ha risp. 

xy ...h <ix , ... , xy ...h <ih I aH-ì/-i-...+A>a? , ... , x+y-\-...-\ A> h 
icy ... A <(» + 1/ + ... + A ; | i» + y + ... + /i> irj/...ft ; 

quindi , pel princìpio del sillogismo (prop. 14,') segue la verità. 
dell'assorta 
Prop. 18.' Se z<ux-f-vy sarà 


2<M-f « ■ 


Se z >(u + x) (v + y) sarà 
:C>xy , z>uy , C^v . 


In fatti, per la 
addizione, è 


! distributiva della 

[ moltiplicazione, 


z<(x+y)l«+y)isc+v)iu+v) ; 


z'>xi/-\-uy-\-xv-\~ui:i ; 


d'onde, per la proposizione precedente (a sinistra ed a dritta ri- 
spettivamente), segue la verità dell'asserto. 
N.B. — La prop. 18.' è pure vera se le ipotesi sono; 


z^ux + vy , 
Prop. 19.' Se b < a sarà 
au + b ^ au -'r bu . 


= lu + x)(v + y) . 
Se b> a sarà 
(a + u)f) = (a + u)(b + u) . 
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In fatti, 
au + b = au •{- b{u + u) 

^={a-\-h)u-\'ì)u = au-^ìni, 
giacché da &<a segue a-\-ì)=a. 


In fatti, 

(a + w)& = (« + w) (ft + uu) 

= (a + w) (& + 1*) {^ + ti) 
={àb+u)Q)+u)={a-\-u)(b-\-u) , 
giacché da ft>a segue ab=^a. 


Prop. 20.* Se b < a sarà b < au + bu < a qualunque sia il 
termine u. 
In fatti, da & < a segue a-\-b = a,aI) = b\ ma 

au + bu=:(a + àb)u + (& + aft) w = 
^=au-{- ab{u-\'U)-\-bù=^au + aib-{-bu ; 

dunque, mentre per la prop. 18.* a sinistra (N. B.) , si ha 

au-\-bu ^^a + b y e quindi au + bù <,a , 

per la prop. 17.* a dritta si avrà 

ató + &t^ > a& , e quindi au + bù'^ b . 

Ravvicinando i due risultati, si ha, in fine, 

b <iau + bu <Ca, 

come volevasi dimostrare. 

Definizione. Ogni termine a? il quale rispetto a due altri a , b 
è tale che sia soddisfatta la doppia inclusione 

b <a? <a 

si dirà compreso fra b ed a. Cosi la nozione di termine com- 
preso fra due altri è subordinata all'esistenza di una relazione 
di inclusione fra questi altri. 

Osservazione. Si osservi che, pei valori di u compresi fra b 
ed a, la espressione au-\-bu, di cui nella proposizione prece- 
dente, diventa u\ giacché da & <w <a, segue 

fti« = N , u=^au , 

e quindi pure 11=1 au + bu. Cosi , 
Prop. 21.* La au + bu abbraccia tutti i valori compresi fra b 
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ed a non esclusi questi due, i quali si ottengono rispettivamente 

per u = T , u =: N. 
Ora, iuversameiite 

Prop. ZZJ" Se u = au + bù è b < u < a. 

In fatti, moltiplicando ambo i membri dell'uguaglianza suppo- 
sta per u e per u si ha rispettivamente 

u = au , N == &?^ 
d'onde 

b <^u <a . 
Così , la doppia inclusione b < u < a e l'uguaglianza 

u = au ~\-tm 
sono equivalenti (Teorema di Poretsky).- 

Esercizio. Se è a=ba-f ca|b=cb-|-ab, c=ac-[-bc, sarà a=b=c. — 
In fatti, dalle tre relazioni date seguono rispettivamente le altre 

c<a<[6 ; a<6<c; b ^c <^a ; 

dunque a ^b e b ^a, b <^c e c<^6, c^a ed a ^c] cioè a = 6 :=: e. 

§ VI. 
Le funzioni logiohe. I loro sviluppi. I loro discrimifiaiiti. 

II. Ogni espressione la quale risulti da più termini logici per 
via delle operazioni di addizione , moltiplicazione e negazione 
logica (espressione logica) si chiama una funzione di questi ter- 
mini logici; così, sono funzioni logiche dei termini a),y la som- 
ma x+y, il prodotto xy, la somma cc+y ed il prodotto xy delle 
loro negazioni, etc. 

Quando dei termini x,y,..,,a,b coi quali si compone un'e- 
spressione logica alcuni x ,y ,. ., si considerano come variabili, 
ed altri a,&,... come costanti, la espressione, a meno di av- 
viso in contrario, o che ciò non risulti dal contesto del discorso, 
si considera come funzione di tali termini logici variabili. — 
Cosi , ax + bx è funzione logica di x , axy + bxy + e è funzione 
logica delle x,y, etc. 

Una funzione logica di più variabili x,y,,.. si rappresenta, 
nel senso più generale, scrivendo 

f{x,y,...) , ffix.y,...) , 4'(^*1/»---) ' ^^^•' 
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ove /*, 9 , 4^ , . . . sono simboli che stanno a ricordare appunto Ut 
parola funzione , ed a dire che f{x , y , ...), p. es., è generalmente 
una funzione diversa dalla 9(^2? , y , . . .)• 

Importa sin da ora rilevare la seguente 

Pro|i. 23.* Ogni funzione logica può essere conside^^ata come 
funzione di un termine qualunque^ anche quando questo termine 
non apparisca*esplicitaw£nte nella funzione. 

In fatti, se iu una funzione f{oc,y,,..) non apparisce U ter-' 
mine X è sempre permesso moltiplicare qualsiasi termine della 
funzione per T = X + ^» ovvero aggiungere il termine N = ii 
senza alterare la funzione ; ed allora questa si presenterà pure 
come funzione di X nel senso precedentemente definito. Cosi, ad 
es., supposto essere 

/•{ir , !/) = aa? + &t/ 4- e , 

abbiamo essere pure 

f{oo .y)^{a + ÌX)QS + ì)y ^ ca^-X) 

= (a + X) (a + X) + (6 + x) (p + cc)y + cX + cX = etc. 

CoROLLAEio. Ogni termine logico pué esset^e considerato qual$ 
funzione logica di un numero qualunque di altri. 

Definizione. Ogni espressione di un termine logico, ovvero ogni 
funzione di più termini logici cr , 1/ , ... , la quale sia composta di 
addendi che due a due si escludono mutuamente (n.*' 3, I, Def) 
sarà chiamata uno sviluppo per addizione del termine , della 
funzione. Ogni espressione analoga che sia, in vece, composta di 
fattori che due a due hanno per somma il tutto sarà chiamata 
uno sviluppo per ìnoltiplicazione. 

12. Sviluppi normali dei termini T , N. — Per le proprietà dei 
termini T , N che risultano dalla definizione di due termini sup- 
plementari X e X , y e y , etc. , indicando con x,y ^z ,... dei 
termini qualunque si ha 

T=x+x , T=(x+x) (y+y)=ivy+xy'{-xy+ivy 

T=(a)+x) (y+y) iz+z)= 

^sszooyZ'^xyX'\'XyZ'^xyZ'\'XyZ'\'XyZ'^xyZ'\'X y z 


f • * 
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N=^^ , ìi=a:à:+yy={x+y) (oc+y) (x + y) (x+y) 

ìi=xx-i'yy+zz= 

(x-\-yi-z) (x+y+z) (x+y+z) (x-i-y+z) (a?+t/+5) (xi-y-^-z) (x-\-y-{-z) {x+y+z) 

I secondi membri di queste relazioni sono evidentemente gli 
sviluppi di T ed N nel senso sopra definito; giacché due termini 
qualunque in ogni sviluppo di T hanno un prodotto nullo, e due 
termini qualunque in ogni sviluppo di N hanno per somma il 
tutto. — Siffatti sviluppi si diranno sviluppi normali di T ed N. 

Nello sviluppo normale di T i varii addendi sono stati chia- 
mati, da BooLE in poi, i costituenti di T (dell'universo del di- 
scorso); PoRETSKY ha proposto loro il nome di minima di T. I 
varii fattori che compongono lo sviluppo normale di N potranno 
essere chiamati i maxima. 

In ordine ai costituenti di T si ha la seguente 

Prop. 24.* La somma di un numero qualunque di costituenti di 
H e la somma dei rimanenti sono supplementari. 

In fatti , le due somme hanno evidentemente per somma T, e 
per prodotto N, giacché N è il prodotto di un termine qualun- 
que della prima per un termine qualunque della seconda. 

Con un numero n di termini semplici x ,y ,.„,t sono possibili 
tanti costituenti quanti sono i prodotti che possono formarsi pren- 
dendo n ad n i 2n termini x,y ,„. ,t , x ,y ,.„,t\ ovvero quanti 
sono i modi con cui i termini del gruppo Xyy,,„,t possono es- 
sere sostituiti uno ad uno , due a due , tre a tre , etc. dai ter- 
mini del gruppo a? , 1/ ,...,? (il termine xy ,.,t incluso); epperò 
tanti quante sono le combinazioni di tutte le classi (la classe 
inclusa) di n oggetti. Ora un siffatto numero è 2**; dunque 2~ è 
il numero dei costituenti dello sviluppo normale di T in n ter- 
mini. — Del resto, dal quadro dei varii sviluppi di T si scorge 
che lo sviluppo di T in un termine solo x abbraccia 2 costi- 
tuenti, che lo sviluppo in due termini x,y ne abbraccia 2 per 
ciascuno di quei primi, epperò 2*; che lo sviluppo in tre termini 
x,y,z ne abbraccia due per ciascuno di quelli dello sviluppo 
precedente, e quindi in tutto 2'; etc. Cosi continuando si arriva 
al risultato or ora indicato. 


w ' _ • J ' - t^ 
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Gli sviluppi normali di T e di N sono, evidentemente espres- 
sioni reciproche. Sono, quindi, 2** i fattori nello sviluppo nor- 
male di N in n termini. 

13. Sviluppo di un termine qualunque a. — Dal fatto che 

e per le leggi distributive della moltiplicazione e dell'addizione, 
si deducono dai precedenti sviluppi di T ed N, i seguenti svi- 
luppi normali di a : 

a^=ax-\'ax 

a=axy + cury + ^ocy + «^2/ 

a^=^axyz+axyz + axyz + axyz + axyz + a^yz + axyZ'\- axyz 

a=^(a-\'X)(a+x) 

a = (a+X'\-y) {a+x^ y) {a-\-x-\-y) {a-{-x-\-y) 

a = {a^x+y+z) (a-^-x+y+z) (a-\-x-\-y+z) (a-f^+^-f ;2:) 

= (a+a;+2/+J)(a+a7+^+5)(«-|-^+l/+^)(«+-^+^+^) 

C!on le parole sviluppo normale di un termine a sarà inteso 
parlare, nel seguito, di sviluppo con addendi. Volendo indicare 
lo sviluppo fatto col mezzo di fattori si useranno le parole svi- 
luppo normale reciproco di a. 

Nello sviluppo normale di a, i varii addendi si chiamano an- 
cora costituenti di a ; ognuno di essi è il prodotto di a per un 
minima di T. 

Nello sviluppo normale reciproco di a, i varii fattori sono le 
somme di a e dei maxima (del discorso). 

14. a) Sviluppo normale di una funzione logica — Discrimi- 
nanti.— Sia f{x) una funzione logica della sola variabile x\ essa 
conterrà, considerata come somma, tre specie di termini; cioè 
termini che hanno esplicitamente a fattore Xy termini che hanno 
esplicitamente a fattore x , e termini che non hanno esplicita- 
mente come fattore né a? né a?; cioè sarà f{x), quando, utiliz- 
zando la legge distributiva della moltiplicazione rispetto all'ad- 
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dizione saranno fatte le riduzioni dei termini simili, della forma 

f{x) = la) + mx + n . (1) 

Ora, poiché 

si potrà scrivere 

f(x) = lx + mx + n = {l + n)x + (m + n)x y 

arrero, ponendo 

f(x) = ax + ì>x . (2) 

Il binomio a secondo membro è lo sviluppo normale della fun- 
zione f{x) nel termine logico x. 

Data Aa?), e ridotta alla (1), il processo indicato mostra come 
si costruiscono i coefficienti a , & dei termini a? e a; del suo svi- 
luppo normale. Però, è interessante vedere come essi si determi- 
nano direttamente dalla f{x) nella forma nella quale è data, cioè 
senza ridurla dapprima alla (1) e poi senza seguire il procedi- 
mento tenuto per ricondurla alla (2).— Poiché la (2) deve essere 
vera per qualsiesi valore di x, allorché, in essa, al posto di x 
si pone una volta T ed un'altra N, si avrà rispettivamente 

/•( N) = aN + ftN = aN + &T = ft ; 

opperò, i coefficienti cU x e di x nello sviluppo normale di f{x) 
sono rispettivaìnente ciò che diventa, f(x) quando ai pasto di x 
si pothe una volta T ed un' adira N ; vale a dire si ha 

Esempio. Sia A^) = AT)..; + /-(N).5 . (3) 

fix) = (l + x)(m -{- x)h -{- px{q -{- x) + r ; 
poiché 

/(T) = (; + T) (m + N)A +pT(5 + N) + r = w»A 4-2?g + r 

/(N)=(Z + N)(m + T)A+i>N(5 4-T)+r = iA + r ; 
smtk 

f(x) =• {mh 4- i?? + ^) * + (^* ~h ^) a? • 

Corollario. Dalla 

nx)=nT).x+m).x, 

moltiplicando una volta per x ed un'altra per Xy si hanno le 


r 
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segueuti fopmole (di Mac Coli.) 

ccfXx) = xf(T) , xf{x) = xm) . (4) 

h) Sia ora f{Xyy) una funzione di due termini logici x,y. 

Considerando la f(x,y) come funzione della sola ^r, si ha per 

la (3) 

ax ,y) = nT ,y).x -\- r(^ ,y)x . (5) 

Ora è, per la stessa (3): 

AT,z/) = AT,T).i/ + AT,N)^ 

AN,2/) = AN,T).2/ + AN,N)^; 

dunque, sostituendo ia (5), si avrà 

f{x , i/)=AT , T).^2/ + AT , N).r^ + AN , T)xy^f(f{ , ì^)~xy , (6) 

In questa formula consiste lo svilupiH) nonaale di f{x , y) nei 
due termini logici x^y. I varii addendi dello sviluppo sono for- 
mati coi varii costituenti di T moltiplicati rispettivamente per 
ciò che diventa la f{x,y), allorché al posto ^ì x &à y si pon- 
gono T ed N secondochè, in essi, x ed y figurano direttamente, 
coi loro supplementi. 

e) Sia ancora una funzione f{x,yiZ) di tre termini logici 
x,y,z. Dalla (6) si deduce che 

Aa?,l/.2:)=AT,T,2:).^l/-t-AT,N,^)^^+AN,T,^):^i/+/^N,N,2:)^^ , (7) 

e dalla (3) che 

AT,T,^) = AT,T,T)^ + AT,T,N)^ 
AT,N,;^) = AT,N,T)^ + AT,N,N)^ 
AN,T,^) = AN,T,T)^ + AN,T,N)^ 
AN,N,^) = AN,N,T)^ + AN,N,N)5 ; 

sostituendo nella (7), si avrà: 

A^,y,^)=AT,T,T)^(/^+AT,NTT)a;i;^+AN,T,T)^i/^+AN,N,T).^^2: 

+AT,T,N)r7'2/^+AT,N,N)^^z+AN,T,N)à;i/5+AN,N,N)^]/5. 

In questa formola consiste lo sviluppo normale di f(.v,y,z) 
nei tre termini x ,y yZ. — l varii addendi , si presentano anche 

A. Dbl Rb ~ Algebra della Logica. 5 


-34- 

qui come formati dai varii costituenti di T moltiplicati ciascuno 
per ciò che diventa f{x ,y ,z) quando al posto delle x ,y ^z si 
ponga T od N secondochè, nel costituente che si considera, x, 
yyZ entrano direttamente, o per mezzo dei loro supplementi. 

d) Il procedimento precedente è generale; esso può essere 
seguito per una funzione di un numero qualunque di variabili. 
Si arriva allora a ciò che si chiama lo sviluppo normale di que- 
sta funzione; ed esso si comporrà, se n è il numero delle va- 
riabili da cui dipende la funzione, di 2** addendi, formati coi 2** 
costituenti di T corrispondenti a tali variabili, moltiplicati ri- 
spettivamente per ciò che diventa la funzione, allorché al posto 
delle variabili stesse si pongono i termini T ed N secondochè 
queste, nei costituenti in considerazione, entrano direttamente, o 
col mezzo delle variabili supplementari. Cosi, ades., data una 
funzione f{x ,y ,z ,t ,u) di 5 variabili, considerando il costi- 
tuente xyztu, per avere un addendo dello sviluppo normale 
della funzione si deve moltiplicare xyztu per /"(T , N , T , N , T). 

Osservazione. In pratica , quando si vuole ottenere lo sviluppo 
normale di una funzione in n variabili data come somma di più ad- 
dendi, giova, il più delle volte, moltiplicare ogni addendo nel quale 
manchino r variabili per lo sviluppo di T in queste r variabili, e 
poi fare le riduzioni opportune. — Cosi da f{x ,y)=ax '\-by -^ e 
sì passa ad 

f{oo , 1/) = aa;(2/ + 2/) + hy{x + x)'\-c{xy + xy '\- xy + xy) 

= (a + & + c)a7i/ + (a4-c)a?i/ + {l) + c)xy -\- cxy , 

moltiplicando i tre addendi della t\x,y) data rispettivamente 
per gli sviluppi di T in x, in y, ed in x,y, 

e) Da quanto precede risulta che ciò che caratterizza lo svi- 
luppo normale di una funzione logica sono i termini che molti- 
plicano i varii costituenti di T nei varii addendi dello sviluppo. 
Essi saranno chiamati discriminanlì della funzione *); così i di- 
scriminanti di una funzione logica 'sono i valori che assume la 


*) Adoperando un modo di discorrere usato nel!' Algebra ordinaria 
si può dire che i discriminanti di una funzione sono i coefficienti del 
suo sviluppo normale. 
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funzione allorché al posto delle variàbili si sostituiscono i ter- 
ììiini T ed N in tutti i lìiodi possibili', cosi ancora una funzione 
logica dì ii vaìHabili possiede 2** discriminanti. 

Quando un discrimiuante di una funzione f{u;,y,...) risulta 
dal porre per x il termine T, il discriminante si dirà positivo 
rispetto ad a? ; e quando in vece risulta dal porre per a: il ter- 
mine N, si dirà negativo rispetto alla x; cosi fra i 2" discrimi- 
nanti di una funzione logica in u variabili ve ne sono 2""* jpo- 
sitivi rispetto ad una ìuedesima variabile^ ed altrettanti nega- 
tivi ; ed in generale, rispetto ad r variabili simultaneamente ve 
ne sono 2^'' positivi^ ed altrettanti negativi. 

La forma generale che può essere data al discriminante di 
una funzione f{x,y,...,t) di n variabili a;,y,...,t è la seguente 

allorché per t, ,t, ,...,t„ si prende una combinazione qualun- 
que, n ed n , dei 2n termini 

n volte n Tolte 

T,T,...,T , N,N,...,N . 

I discriminanti di T, o di N, o di un termine qualsiasi a, con- 
siderati come funzioni logiche di un numero qualunque di va- 
riabili, sono tutti eguali a T, o ad N, o ad a. Ciò risulta evi- 
dente da quanto or ora si è detto, e direttamente per T ed a 
(incluso N) dagli sviluppi già dati di questi termini. 

f) Lo sviluppo normale di una funzione si dirà pure svi- 
luppo di BOOLE. 

Nel caso di sviluppo in un sol termine x, in luogo di dire svi- 
luppo normale, o sviluppo di Boole, in x, diremo pure espres- 
sione binomia in x, 

15. Proprietà dei discriminanti e delle funzioni sviluppate, 
a) Se una funzione f{x ,y ,,..) risulta dalla somma , o dal 

prodotto, di due altre 9(07,2/, ...), 4^(^,1/, . ..)» sicché si abbia 
per tutti i valori delle x ,y ,. . . 


o 


/*( (37 , 1/ ,...) = 9 (a? , 1/ ,...) + 4; (a? , 1/ , ... ) 
/•(a; , 2/ , . . .) = 9(07 , 2/ , . . .) . 4;(a? , y , . . .) , 
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ponendo al posto delle x,y, ... supposte in numero di n, ì va- 
lori Tj,Tj,,... , T^ di cui nel n.^ precedente e), in fine, si avrà 

o 

Ora /'(t, , f, , ...) è un discriminante di f{x , y , ...) e 9(t, , Xg , ...) , 
^(t, ,Tj,...) sono i discriminanti ad essi omonimi (cioè positivi 
negatiti rispetto a variabili dello stesso nome) di <p(a;,2/, .-•) 
e ^(o?,!/, . . .)5 dunque 

Pfop, 25.* / discriminanti di una funzione che risulta dalla 
somma ^ o dal prodotto ^ di due aitile sono rnspettivaìuente le 
soììime^ i prodotti, dei discri7ninanti omonimi di queste aitile. 

Questo enunciato si estende evidentemente al caso in cui in 
vece di una somma, o prodotto, di due funzioni si consideri la 
somma, o il prodotto, di un numero qualunque di funzioni. 

b) Analogamente si dica 9(^,2/,...) la funzione supplemen- 
tare della f{x,y,...)\ sicché si abbia, per tutti valori delle x,y,... 

~f{x ,y,...) = f^{x,y ,...) ; 

ponendo al posto delle x ,y ,. . . i valori t^ , t^ , . . . di cui al pre- 
cedente n.° ej, in fine, si avrà (pel fatto che il modo di passag- 
gio della f alle 9 regge qualunque sistema di valori si pongano 

per le x,y) 

~Af 1 , T, , . . .) = 9(^1 > 'fs » • • •) • 

Ora 9(Tj,t,,...) è un discriminante della 9(0^,2/,...) ed ~/'('r,,Tj,...) 
è il supplemento di f{r^ , Tg , . . .) che è il discriminante omoni- 
mo delle f{x ,y ,.-.)', dunque 

Prop. 26.^ Il supplemento di un discriminante di una funzione 
logica è il discriminante omonimo della funzione logica supple- 
mentare. 

e) Dal teorema in a), e dal modo di presentarsi dei discri- 
minanti di una funzione nello sviluppo normale della funzione 
stessa segue la 

Prop. 27.^ Nello sviluppo della somma, del prodotto, dì più 
funzioni logiche, i coefficienti dei varii addendi si ottengono 
sommando, moltiplicando, i coefficienti degli addendi omoni- 
mi (che moltiplicano lo stesso costituente) delle singole funzioni. 
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d) Dal teorema dato in b) segue poi la 

Prop. 28.*" Ia) sviluppo della funzione logica supplementare di 
una funzione logica data si ottiene prendendo i supplementi dei 
coefficienti dei singoli addendi nello sviluppo della funzione data. 

Cosi, ad esempio, le l'unzioni supplementari delle 

f{30 , y) = axy + l^Joy + cxy + djoy , 
sono rispettivamente le funzioni: 

~f{x) = ax + àx 
~f(3o , y) = aotry + hxy + cxy + dxy - 

Osservazione. La proposizione 26.^ può dimostrarsi direttamente som- 
mando, o moltiplicando, due a due gli addendi omonimi, degli sviluppi 
delle funzioni date , ed osservando che nella moltiplicazione di questi 
sviluppi, il prodotto di un termine dell'uno per un termine non omo- 
nimo deir altro è nullo. 

La prop. 28.* può pure dimostrarsi nei due modi seguenti: 

1/* modo. Limitiamoci al caso di due funzioni di due variabili. Le 
due funzioni _ _ 

/(^ > y) = «^y + ^^y + ^^y + ^y 

9(x . y) = axy + bxy -f cxy -f "dxy 

sommate, membro a membro, danno 

/(aJ » y) + 9 (•'^ > 2/ )=(« + a) ^y + (^ + ^) ^y +(c -f e) a;y 4- (d +5) ay 

=T . xy+T . j:y +T . ij/-f TÌy=T {xy -\^xy+xy-\'~xy)='ì! ; 

moltiplicate, in vece, membro a membro, danno 

f{x , y) . ^(x ^ y) = aa , xy -\- bb , xy -{- ce , xy -\- dd , xy = ^ ; 
dunque è 

9(^,y) = "/(^,y)- 

2.^ modo (WiTHEAD, 1. e, pag. 47, n.® 29, 6). Per una funzione di 

una sola variabile _ 

f{x) = ax 4- 6x , 
si ha ___ _ 

~f{x) = {a -\- x) {b -[- x) = ax -^ bx -{- ab , 

~/{x) = (a -|- ab)x + (^ + *^)* = ax -f- ftas , 
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e quindi la proposizione enunciata è vera. — Supponiamo ora che la 
proposizione stessa sia vera per una funzione di un numero n di va- 
riabili x,2/,...,<, e dimostriamola vera per una funzione /(a5,y ,...,<, w) 
di un numero w -}• 1 di variabili. 

Posto che la f{x j y j . . , , t) considerata come funzione delle sole x , 
y j. . . j t abbia per suo sviluppo normale 

f(x , y , . . . , t ju) = Axy . . , t -{• Bxy . . . ^ -f- Cxy . . . i -[r . . . , (a) 

saranno A , B , C , . . . funzioni della sola u , e , come tali , della forma 

A = au -\- au , B = 6u -j- 6'w , C = cu •{- cu , . . . (p) 

Ora, per la fatta ipotesi , è 

~/(x j y j . . , j t jU) = Axy . . . ^ 4" ^^y • • • ^ + C-ry . . . t -\- . , . , (f) 

ed è altresì 

A = au -{- a'u , B = 6w -f- b'u , C = cu -j- c'w , . . . ; (5j 

dunque, sostituendo le (P) in (a) e le (5) in (y) si avranno rispettiva- 
mente gli sviluppi normali di f(x ^ y ^ . , . jt yu) e di ~f{x , 2/ , • - . , ^ , w), 
i quali differiranno in ciò che i coefficienti dei varii termini costituenti 

neir uno sviluppo saranno a , a' , 6,6' , e jC , mentre quelli dei 

costituenti omonimi nelP altro saranno a , a' , 6 , 6' , e , e' , . . . . La propo- 
sizione è dunque vera anche per un numero n-f-l di variabili; e poiché 
è vera per una, lo sarà per due, per tre, etc. , e quindi in generale. 

e) Ad una funzione si può dare uno sviluppo reciproco dello 
sviluppo normale. Basterà, procedendo reciprocamente al modo 
tenuto nel n.° 14, a), cominciare dall'osservare che una funzione 
di una variabile si può porre nella forma 

nx) = {a + x){b + x) , 

e poi, ponendo per x successivamente T ed N, osservare altresì 
che, avendosi 

/•(T) = (a + T)(&-t-T)==(a + N)T = aT = a, 

/•(N)=(a + N)(& + N)=(a + T)^ = OT = & , 

i termini a ,b hanno lo stesso significato che nello sviluppo nor- 
male propriamente detto; perchè, quando si avesse una funzione 
di un numero qualunque di variabili, la reiterata applicazione 
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del precedfìate sviluppo a ciascuaa delle variabili (come nel 
n.^ì4,b) condurrebbe allo sviluppo domandato della funzione. — 
Ma, per ottenere questo sviluppo, giova servirsi della prop. 28.^ — 
In fatti, supponiamo che si tratti di una funzione di 2 o di 3 
variabili; e sia 

o /'(.'3? , y) = aooy -1- bxy 4- cxy +■ dxy 

f{x,y,z)=axyz-\-bxyz\-c.cyz-\-(Lcyz-\-exyz-\-fxyz-\-gcrijz-^ hxyz ; 
sarà _ 

T(.^ » y) = «a*// + ^>^^y + (^'^y + ^«^'^z 

~f{x,y,z)=axyz-\-hxyz -\- cxyz-\-dxyz -\- exyz-\-~fxyz~\' gxyz-\-/ixyz , 

Ora, prendendo i supplementi d'ambo i membri di ciascuna 
di queste relazioni, con le formule di De Morgan (prop. 7.^ ed 
oss. dopo prop. 8.^), si ha 

/'(.^ ,y) = (ct + x + y) (& + a? 4- y) {c + x + y) (rf + a? + y) 

r{x,y,z) = (a\x\y\-z) {b\x-\-y^^) (^+.^+'^+'3:) {d^rOsAry\z) 

{e-\-^ì)\-y^z){r'\'X^y^z)(g\x^y\'Z){n-\-x-]ry-\-z\ 

che sono appunto gli sviluppi domandati di f{x ,y),f(x ^y ,z), 

N. B. — Il Sig. PoRETSKY {Bulle tin de Kasan, 2.* serie, t Vili, 
n.® 2, pag. 93) propone pei discriminanti della funzione f(x , y , ...) 
che figurano nel suo sviluppo reciproco del normale, la deno- 
minazione di cooperanti , quale correlativa dell'altra di coeffi- 
cienii, già adoperata allorché di f sì ha lo sviluppo normale. 

16. ValoìH e doniinio di estensione di una funzione logica. — 
Una funzione logica /'(.x* , 2/ , . . . , ^) di un certo numero n di va- 
riabili X ,y ,,.,,t , assume, in generale (cioè quando non dipenda 
formaUnente dalle .t , 2/ , ... , ^ , come nel caso in cui essa si ridu- 
ca ad un termine determinato a) valori diversi in seguito ad una 
diversa scelta delle j? , 7/ , ... , /. La collezione di tutti i valori pos- 
sibili per la f{x , 2/ , . . . , /) in conseguenza di tutte le possibili 
scelte delle x,y,,.,,t si chiama il dominio, o il campo di 
estensione della f{x , 2/ , . . . , /). Sitfatto dominio si dice illimitato 
se tutti i valori sono possibili perla f{x ,y ,... ,t); si dice limi- 
tato nel caso contrario. Le parole illimitata , limitata si appli- 
cano pure conHspondentemente alla funzione /'(j:;,!/,... , ^),— Di- 
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oendo che il valore a di una funzione è inferiore , più piccolo 
del valore ^ allorché è soddisfatta la inclusione a<p, (con 
che si intenderà detto pure che p è maggiore , più grande di a) 
il più piccolo valore che, come si vedrà, esiste sempre, di cui è 
suscettibile una funzione f{x , y , . . . , sarà detto Vestreìno in- 
feriore , il minimuìu del suo campo di estensione ; in vece, il 
valore maggiore, che, come si vedrà , pure esiste sempre , sarà 
detto V estremo superiore, o il maximum del campo stesso. — 
Evidentemente , per una funzione illimitata , sono estremi infe- 
riore e superiore del suo campo di estensione i termini N e T. — 
Una prima proposizione sui dominii di estensione delle funzioni 
logiche è la seguente 

Prop. 29.^ Ogni funzione logica include il prodotlo dei suoi di- 
scriminanti^ ed è inclusa dalla somma di questi. 

In fatti, sia f{x ,y ,,„,t) la data funzione ed A , B , ... , H i suoi 
discriminanti; avremo 

f{x , 2/ , . . . , < ^^y . • • ^ + Ba7i/ . . . ^ + . . . -f Ha?2/ . . . 7 . 

Ora, per il Coroll. II a sinistra della prop. 11. % è 

kxy ., .1 <^k , ^xy . . . ^ < B , ... , B.xy . . . 7 < H ; 

dunque, sommando membro a membro (prop. 16.^) si avrà: 

A^,i/,...,0<A + B + ... + H. (a) 

Essendo 

~f{oo , 1/ , . . . , = kxy . . . / + ^xy . . . ^ -j- . . . + ^xy . .. t , 

si avrà analogamente 

-A^,i/,...,0<À + B + ... + H; 

dunque, pel principio di contrapposizione (prop. 13.*, coroll. 4.**) 

AB...H</-(ir,i/,...,0. 0) 

Confrontando la (a) con la (P) si avrà finalmente 

AB . . . H < Aa? , 1/ , . . . , < A -I- B + . . . + H , 

come volevasi dimostrare. 

Osservazione. La (a) può dimjstrarsi osservando semplice- 
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mente che l'espressione 

Kxy : . . ^ + Bxy .../ + ... + ^ooy ... 7 

ha per fattore A + B + • • • + H , e come tale (coroll. 2.° a sini- 
stra, prop. 13.*) è inclusa in questo fattore. 

Così pure, tenuto conto dello sviluppo reciproco dello sviluppo 
normale della f{x ^y y- ,t), cioè [15, e), pag. 38j di 

(A + x-{-y+-..,'rl)(B + x + y + .,,+l)...(R + x + yi',.. + t), 

la (P) si può dimostrare osservando che 

AB ... H 

è un addendo della funzione f(Xyy,.„,t) e come tale (coroll. 2.^ 
a dritta, prop. 13.^) è incluso in questa funzione. 

N. B.— Sarà dimostrato in seguito che AB...H ed A+B-[-...-f H 
sono valori che la funzione può prendere e che, perciò, AB ... H 
ed A -f B + . , . + H sono gli estremi inferiore e superiore, ri- 
spettivamente , del campo di estensione della funzione. 

Intanto, dalla proposizione dimostrata risulta il seguente 

Corollario. E impossibile che una funzione logica si annulli 
se non è nullo il prodotto dei discriminanti della funzione. 

Così, l'annullarsi del prodotto dei discriminanti di una fun- 
zione logica, è condizione necessaria perchè, con convenienti va- 
lori delle variabili, si annulli la funzione; ovvero, posta la^equa- 
zione, conseguenza necessaria di essa è che il prodotto dei suoi 
dicrirainanti è nullo, e sarà dimostrato che questa condizione è 
pure sufficiente. 

§ VII. 

Le equazioni logiche, i loro sistemi. 

17. Allorché si forma una eguaglianza nella quale, in uno dei 
due membri almeno, figura una funzione logica di una, o più va- 
riabili, con un proprio dominio di estensione (cioè che non si ri- 
duca ad un termine indipendente dalle variabili) si ha ciò che 
si chiama un'equazione logica. Così, il tipo più generale delle 
equazioni logiche è il seguente 

/•(.r ,?/,..., = 9(^ , 2/ , .... '^) (1) 

A. Dkl Rb — Algebra della Logica. 6 
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ove f{x , y , . . . , t) , (p{x , y , . . , , u) sono funzioni logiche delle va- 
riabili X ,y,...,t,...,u; le stesse per le due funzioni , o di- 
verse nell'una, e nell'altra. 

Per non complicare inutilmente la scrittura, e quando non vi 
è luogo a confusione, le funzioni che stanno ai due membri della 
(1) saranno indicate semplicemente con f e 9. — Ora è fondamen- 
tale per lo studio delle equazioni logiche, la seguente 

Prop. 30.^ Le equazioni /•=(p...(l) ed Z"? -|-/'(p = N ...(2) sono 
equivalenti. 

In fatti, da /'=<p, moltiplicando una volta per 9, un'altra per 
/; si deducono le due 

/^9 = N , /•9 = N ; 
d'onde, per somma 

/9 + /'? = N , 

per tutti i valori delle variabili per le quali /'== <p. 
Viceversa, da /'9 4-79==*'N si deducono (prop. 9.^ a sinistra) le 

/'9 = N , 79 = N , 

d'onde /'<9,9</*; e perciò pure (prop. 15.^) /'=9, e. v. d. 

Cosi, ad ogni equazione logica se ne può sostituire sempre 
un'altra equivalente che abbia uno dei due membri nullo. 

Esercizio. Le eguaglianze a = bc ^- bc , b == ca -j- ca , e = ab -j- ab 
sono equivalenti. 

In fatti, si cambii a = bc -\- bc nella sua forma equivalente col se- 
condo membro nullo. Si avrà a{bc -|- 6c) + ci(pc -{- bc) = N , ovvero 


abc -\- abc -\- bea -\- cab = 'N . 

Il 1,° membro di questa eguaglianza è simmetrico rispetto ad a^b^c: 
perciò, segue che, ove la stessa trasformazione si facesse sulle altre due 
eguaglianze date, si arriverebbe al medesimo risultato, e quindi a con- 
cluderne la verità dell'asserto. 

Corollario. Se sì ha insieme a <^bc -|- bc , b <^ ca -j- ca , e <^ ab -{- ab , 
8Ì avrà pure a == bc -f- bc , b = ca -f- ca , e = ab -j- ab. 

In fatti , dalle tre date inclusioni , trasformate in eguaglianze, si ha 

a(6c-[-6c) = N , ò(cà + ca) = N , c(a6 + aò) = N; 


d'onde, per somma, abc -\~ abc -]- aòc -f- tì6c = N, e questa è equivalente 
a ciascuna delle eguaglianze da dimostrare. 
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18. DelìnizionL a) Se uaa eciuazioue è trasformata in un'altra 
equivalente che abbia il secondo membro nullo, si diranno di- 
scriminanti della equazione i discriminanti della funzione che 
figura a primo membro *); così i discriminanti della (1) sono i 
discriminanti della funzione 

f9 + ?9 y 
vale a dire, tutte le espressioni del tipo 

ove Tj , Tg , . . . , T^ è l'assieme di n termini scelti fra i 2n se- 
guenti 

n volte n volte 

A,A,»..,jI , Il , JLN , • ■ • , li , 

ed ove, quando, essendo n il numero delle variabili che entrano 
a comporre la f ed ni<^n quello delle variabili che entrano a 
comporre la 9, si sia trasformata 9 in modo da presentarla come 
dipendente pure dalle stesse n variabili (prop. 23.*). — A tali 
espressioni si può pure dare la forma di determinanti logici 

/'(t, ,...,tJ 9(t, ,... ,tJ 
allorché s'intenda che 


Y 5 


significhi a^ + fY 


Così, senza dare alla (1) la forma equivalente (2), per formare 
i discriminanti della (I) si porranno in due orizzontali diverse 
i discriminanti delle /", 9 ed i loro supplementi, in modo che i 


*) Per quanto è a mia conoscenza il Sig. Withbad {L c. , n.® 30, 7, 
pag. 61 e seg.) pel primo ha introdotta la nozione di discriminante di 
una equazione logica , e ne ha mostrata tutta l' importanza. — I discri- 
minanti del Sig. WiTHEAD sono però le funzioni supplementari di quelle 
adoperate qui con tal nome; ed io penso che, oltre alle ragioni ' indi- 
cate nel n.° 14, e), pag. 34, molte altre giustifichino quanto, in pro- 
posito, io ho fatto di diverso dal Sig. Withead. 
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discrimiuaiiti supplementari capitiao sopra una stessa verticale, 
e poi con le varie colonne di egual posto (prese in tutti i modi 
fra quelle che si riferiscono a discriminanti di /', e quelle che 
si riferiscono ai discriminanti di 9) si faranno altrettanti deter- 
minanti logici, come nel quadro seguente: 



ABC 

. . . H 

« P Y . 

• X 


A B C ... H 

« P Y ••• X 

A a 


B « 


H a 

A « 

> • • • > 

B « 

> • • • > 

H « 


Un'equazione in cui uno dei due membri è nullo e l'altro è 
presentato col suo sviluppo noì'male si dirà in forcina noì'niale. 
Così la forma normale dell'equazione proposta è la seguente 


A a 
A a 


072/. . . ^ + 


Bp 
B p 


cry .. .t-\- .. . ■\- 


Hx 


xy...t = ^, (3) 


Esempii. 1.^ Sìa data l'equazione 


ax -{- bx =:z ox -\- dx ; 

i suoi discriminanti sono i determinanti formati, nel modo sopra indi- 
cato, con ì termini delle due orizzontali 

ab ed 

m 

ab od 


cioè 


a e 


a e 


:=ac -\- a>c , 


b d 
bd 


= bd i-bd ] 


e r equazione, in forma normale è la seguente 

(ac -{- ac)x -{- {bd -f- bct)x = N . 

2.^ Sia ancora data l'equazione 

ax -|- bx = cx ; 

siccome può scriversi cx=:cx -{- Nx , cosi questo caso vien ricondotto 
al precedente ponendo (i = N ed osserv. che rf = T. Trattandolo diret- 
tamente, i suoi discriminanti si caveranno, nel modo sopra indicato, dal 
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quadro 


e saranno, perciò 


a b 
a 6 


e N 
e* T 


ac'4-ttc , òT4-òN==6 


L' equazione , in forma normale , sarà 

{oc 4- ctc)a; + òx = N . 

3.° Sia l'equazione ax '\- bx == e. — Potendosi scrivere c = ca;-j- cas, 
i discriminanti dell'equazione, e la forma normale di questa, si otter- 
ranno facendo corrispondentemente e dappertutto d = c nell' es. 1.*^, 
ovvero, direttamente, cavandoli dal quadro 


a b 
a b 


e e 
e e 


I discriminanti sono ac -}- oc ^ bc -{ bc j e la. forma normale dell'equa- 
zione è _ _ _ _ _ 

{cLc -{- ac)x -f- {bc -f- bc)x = N . 

4.° Sia l'equazione ax-{'b=cx] poiché b==bx-{-bx e cx=cx~{-ì^x ^ 
i discriminanti saranno cavati dal quadro 


a + b b 
ab b 


e N 


e saranno perciò (a -}- 6)c -|- afte , 6. L' equazione in forma normale sarà 

[(a + b)c -\- abcjx -\- bx = 'N . 
6.*^ Sia l'equazione 

axy -f bxy + cxy + dxy = exy + fxy + gxy -\- hxy ; 

i discriminanti di essa, cavati dal quadro 


a b e d 
a b d 


e / g h 


saranno 


e f g k 
ae-^- ae , bf-\-bf^ cg -^^ cg , dh -\-dh : 


e l'equazione, in forma normale, sarà 


(oe -f ae)ajy + (V + hf)xy + {cg + cg)xy + {df + d/)xy = N , 
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6.*^ Sia ancora l'equazione 

axy + xy + dxy = xr/ + gxy ; 

se la scriviamo come segue 

ricadiamo subito sul caso precedente ; cioè troviamo che i discriminanti 
sono da farsi col quadro: 


a T N rf 
a N T d 


T N ^ N 
N T // T 


} 


e sono, perciò _ 

a , T , ^ , d ; 

sicché l'equazione, in forma normale, sarà 

axy + jry + r/xy + dxy = N . 

OsservazioThe, Quando nello sviluppo normale di una funzione logica 
manca in un addendo il coefficiente del relativo costituente , allora è 
da intendersi per esso il termine T. — Cosi, se manca addirittura l'ad- 
dendo che porta un dato costituente, esso si considererà come presente 
e col coefficiente N. Questa osservazione è stato appunto tenuta pre- 
sente nel trattare il precedente esercizio 6.® 

h) Quando sia data una inclusione contenente termini va- 
riabili, si diranno discriminanti della inclusione, i discriminanti 
di una qualunque delle equazioni che equivalgono alla inclusio- 
ne. —Così, data la inclusione 

Aa; , 1/ , . . . , < 9 (07 , 2/ , . . . , /) , 

essendo questa equivalente alla equazione 

i cui discriminanti sono tutti i termini del tipo 

(ove T, ,T, ,...,T„ è il solito gruppo formato con termini T ed 
N), saranno questi i discriminanti dell' inclusione. In altri ter- 
mini, i discriminanti di una inclusione logica sono i prodotti 
dei discriminanti della funzione che figura come te7^mine mi- 
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nove della inclusione pei supplementi dei discriminanti oìnoni- 
mi della funzione che figura come termine m/iggior^e. 
Così, ad esempio, i discriminanti della 

ax -\- bx <^cx -{- dx 

sono ac e hd. — Cosi, ancora, i discriminanti della 

axy + bxy + cxy -f dxy < exy + fxy + gxy + ìixy 
sono: 

ae , hf , 6*^ , dk . 

La forma normale dell'equazione equivalente alla inclusione 
sarà, nel primo caso 

ac . a? -j- ^rf . ;r = N , • 
nel secondo caso: 

ae . xy + bf. ay + cg . x*</ + ^/' • ^^1^2/ = N . 

Esercizio. A titolo di esercizio calcoliamo diversamente da quel che 
risulta dall'enunciato precedente, i discriminanti della 

ax -f- bx ^cx -\' dx . 

Abbiamo, in luogo dell' inclusione, Inequazione equivalente 

ax -\- bx = {ax -\- bx) (ex -\- dx) , 
ovvero : _ _ 

ax -\- bx = ac , X -\- bd . X . 

1 discriminanti di questa sono i det. cavati, al modo solito, dal quadro 

ab ac bd 

ab a-\- e b -\- d 
cioè ___ _ ___ _ 

a{a + *') + (Utr ^= ac, , 1t(b + d) -f- bbd = bd , 

come già erasi trovato per V altra via. 

19. Condizioni necessarie per la possihilità di un'equazione, 
a di una inclusione, logica. Allorché è data la equazione logica 
in n variabili 

f'{x , 7/ ,...,/) = 9 frr ,//,..., /) , 

se indichiamo con A , B , . . . , H i discriminanti della f, e con 
«»P» — »X quelli della cp, il dominio di estensione della /"(prop. 29.*) 
ha per minimo AB ... H e per massimo A + B + ... + H , mentre 
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che il dominio di estensione della 9 ha per minimo aP . . . x > e 
per massimo a + P + ... + X- Ora, perchè l'equazione sia pos- 
sibile per una medesima scelta delle x ,y ,... ,t ^ è necessario 

.. che questi due dominii non sia- 


AB...H A+B+...+H «P...X «+P+...+X no (flg. 6.^) mutuamente esclusivi, 

^^^' ^'" cioè che il loro prodotto, in senso 

logico, non sia nullo, e però è necessario che si abbia (fig. 7.% 8.^). 

AB.,.H<a + p + .,.-fX, ed ap...x<A + B + ... + H 


AB...H «P...X »+*J+...+X A+B+...+H AB...H a^-X A+B+...+H «+P+...+X 

Fig. 7.« Fig. 8." 

ovvero: __ _ ___ _ 

AB . . . Hap . . . X = N , ap . . . xAB . . . H = N , 

od anche: 

AB . . . Hap . . . X -f aP • • • ^AB . . . H = N . (4) 

Questa condizione, però, è inclusa in un'altra più ampia e 
che si dimostrerà essere pure sutficiente. — Essa si trova scri- 
vendo la equazione proposta nella forma 

/'9+7"9 = N , 

ed osservando che, come risulta dal corollario della prop. 29.% 
la condizione per la sua possibilità, si presenta come segue 

(Ai + Àa) (Bp + Bp) . . . (Hx + Hx) = N . (5) 

Se si fanno i prodotti di tutti i primi termini dei varii bino- 

■ 

mii che figurano come fattori nella (5) ed i prodotti di tutti i 
secondi termini, si vede che la (5) contiene (ha per conseguen- 
za) la (4); ma non inversamente. — Ciò era da aspettarsi, giac- 
ché la parte comune ai due dominii della f e della 9 può ben 
corrispondere a sistemi di valori diversi delle oc ,y ,.. . , t. 

20. Sistemi di equazioni. — Ogni equazione , cioè ogni egua- 
glianza che non contenga formalmente almeno una incognita, si 
può farla dipendere da quel numero di incognite che si vuole , 
senza farle perdere il carattere di equazione; epperò, date più 
equazioni, si può supporre che queste dipendano dal medesimo 
numero di incognite. 

Più equazioni si diranno costituire un sistema allorché si in- 


^■=~^ -•-> -^^ 
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tende che debbono essere soddisfatte coatemporaneamente, sce*- 
gliendo per tutte in uno stesso modo le incognite da cui dipen- 
dono. È proposizione fondamentale per lo studio dei sistemi di 
equazioni la seguente 

Prop. 3L* Ogni sistemjx di equazioni è equivalente ad una sola 
equazione i cui discriminanti sono le somme dei disoHminanti 
omonimi delle singole equazioni del sistemai. 

In fatti, siano 

/,(^,2/,...,0 = N , /;(a7,2/,...,0 = N , ... , ^»(a?,|/,...,0 = N (6) 

m equazioni costituenti un sistema. Per quelle determinazioni 
delle a? , 1/ , . . . , ^ per le quali queste equazioni sono soddisfatte 
simultaneamente, è soddisfatta pure la equazione che risulta 
dal sommarle membro a membro; vale a dire la 

/; + /; + . ..+/;.=N . o) 

Viceversa, ogni determinazione delle x ,y ,,..,t per la quale 
è soddisfatta la (6), in virtù del CorolL della prop. 9.% a sini- 
stra, soddisfa pure alle 

/;=N ,/;=N , ... , /:,=N -, 

cioè simultaneamente alle equazioni (6). Dunque, il sistema (6) 
e la equazione (7) sono equivalenti. — Ora, per la prop. 25.* e 
per la def. data al n.° 18, a), essendo i discriminanti della (7) 
le somme dei discriminanti omonimi delle (6), la proposizione 
enunciata risulta dimostrata. 

Definizione. I discriminanti dell'unica equazione, equivalente 
alle equazioni di un dato sistema , si chiamano discriminanti 
del sistema. — Così , se i discriminanti delle /; = N , /i = N , ... , 
^ = N sono rispettivamente Aj , B^ , . . . , H^ ; A, , B, , . . . , H, ; . . . ; 
A^ , B^ , . . . , H^ , i discriminanti del sistema saranno 

A = SA, , B = 2B, , ... , H = SH, , 

e l'equazione (in forma normale) che sostituisce il sistema stesso 

Kooy . . . ^ 4- Bxy . . . ^ + . . . + H^i/ . . .^ = N . (8) 

21. Sistemi di inclusioni. — a) La definizione di sistema si 
estende al caso in cui in luogo di equazioni siano date delle in- 
clusioni, ovvero delle inclusioni ed equazioni insieme; e la pro- 
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posizione 31.* regge pure in questi due casi. — In fatti , siano 

A (^ , 2/ , . . . , < 9i (^ » 2/ » • • • » 

4(^ , ^ , . . . , < 9m(^ , 2/ » • • • , 

m inclusioni costituenti un sistema. Trasformandole in equazio- 
ni, avremo il sistema equivalente 

In grazia della prop. 31.% se indichiamo con A,. , B^ , . . . , H». ed 
«i » Pt » • • • > Yt i discriminanti delle f^ e 9,(e = 1 , 2 , . . . , m) rispet- 
tivamente omonimi, per essere [n. 18.% ì))] 

A,a, , B,p, , . . . , H,x. 

quelli della /Jqp^. , saranno 

A^a^ + A,a, + . . . + A^a^ = 2Aa 

B,P, +B,p, + ...-hBX=2Bp" 

• • • • • • • 

quelli dell'equazione unica che rimpiazza il sistema (10), epperò 
il proposto (9). 
La forma normale dell'equazione equivalente a (9) è la seguente 

SAà ,ODy..A-\- SB^ . 0?^ . . . ^ + . . . + 2Hx . ^'^ . . . ~t = N . (11) 

Osservazione. Se un sistema contiene inclusioni ed equazioni, 
ciascuna di queste ultime può essere considerata come inclu- 
sione possedente per termine maggiore il termine N. 

Definizione, I discriminanti della (11) si chiamano pure discri- 
minanti del sistema (9). 

Esempio. Sia a formare P equazione equivalente al sistema 

oas -|- 6a; < e , Zx < mx -\- nx , da: -f- ex = N . 

Essendo aCjbc i discriminanti della 1.^ inclusione , Im^Nn quelli 
della 2.% e rf,e quelli della 3.* (che è un'equazione), saranno 

ac '-\-lm -^ d j 6c -j- Nn -|-c = 6c-j- e 
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quelli dell* equazione equivalente al loro sistema; e questa, in forma 
normale, sarà perciò 

(ac -\- Im -^ d)x -^-(bc -{- é)x = ì^ . 

òj Condizione di possibilità. — La condizione uecessaria per 
la possibilità del sistema (9), condizione che sarà dimostrata 
essere suflìciente, è rappresentata dalla condizione per la pos- 
sibilità della (11). Ora siffatta condizione è che si abbia 

2Ai.SBp...SHx = N, 

la quale abbraccia evidentemente (quando si facciano i prodotti 
dei termini di egual posto nei varii sommatorii) le condizioni 
per le possibilità singole delle (10) e quindi pure delle (9).— Le 
(9) diventano le (6) quando i termini maggiori sono tutti eguali 
ad N; dunque, quanto ora si è detto vale pure se si rimpiazza 
la (11) con la (8) e le (9) con le (6). 

§ VIIL 

il processo di eliminazione. Le risultanti. 

22. a) Allorché è data una relazione (eguaglianza o inclusione) 
logica fra termini a,b ,c ,.. .^x ,y .... ,t che si considerino co- 
me costanti ctJme variabili, o parzialmente costanti e parzial- 
mente variabili, eliminare uno^ o più di questi termini dalla 
relazione data, vuol dire cercare tutte le relazioni fra i soli ri- 
manenti termini logici, che sono dediUtibili dalla data operando 
su questa con le operazioni di somma, m,oltiplicazione e nega- 
zione logica. CJosì, il problema della eliminazione coincide col 
problema che Poretsky ha chiamato problema delle Conseguenze. 

Se si indica con /"(a ,&,...; a? , 2/ ,...) = N ... (1) la data rela- 
zione fra a ,&,..., a? , 2/ , ... (che si può supporre ridotta a questa 
forma anche quando è una inclusione) e si indicano con 

9i = N , 9, = N , ... , 9n = N (2) 

tutte le relazioni deduttibili dalla /'=N nel modo indicato, la 

equazione 

9, + 9j + ... + 9n = N (3) 
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equivalente al sistema (2) e nella quale figurano fra gli a , & , ... , 
X ,y ,... quei soli termini che non sono stati eliminati, si chia- 
ma la risultante della eliminazione di questi ultimi. Cosi, il pro- 
blema della eliminazione di alcuni termini logici da una relazione 
è ricondotto a quello di cercare un' equazione fra i rimanenti. 
Se prescritti i termini logici da eliminare dalla (1) noi chia- 
miamo A , B , . . . , H i discriminanti della (1) considerata come 
un' equazione fra questi , abbiamo già visto in fine del n.® 16 
(Coroll. prop. 29.^) che una conseguenza necessaria della (1), sus- 
sistente soltanto fra i rimanenti termini logici, è 

AB . . . H = . (4) 

« 

Ora, se la (1) è posta arbitrariamente, in vece, che essere una 
relazione sussistente fra i simboli dati a,by„.y ed i simboli da 
deteì^minare a? , i/ , . . . , nel qual caso a? , y , . . . , si diranno le 
incognite dell'equazione, la (4) rappresenta una condizione ne- 
cessaria che deve aver luogo fra i termini non eliminati, per- 
chè la (1) sia possibile con speciali determinazioni dei termini 
eliminati. È importante perciò dimostrare ora che 

Prop- 32.^ La condizione AB ... H = N è sufficiente per la pos- 
sibilità della (1). 

In fatti: 1.° supponiamo dapprima che dalla (1) si voglia eli- 
minare il solo termine logico x\ allora la (1) si scriverà nella 

forma 

Aa7 + Ba7 = N (5) 

e la (4) diventa la 

AB = N ; ovvero la B<À, (6) 

che supporremo verificata. 
In grazia della prop. 20.% se scriviamo 

a? = Àa? + Ba? (7) 

avremo B < a? < À , ed inversamente. Ma i discriminanti della 


(7) sono 


T A 

N A 


= A , 


N B 
T B 


= B , e perciò la (7) è la medesi- 


ma (5); dunque, nella ipotesi (6) sussistono valori della a?, e sono 
tutti (prop. 21.^) quelli pei quali B <a7 <À (Schroder). 

2.® Ora, supponiamo che la proposizione a dimostrare sia 
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vera allorché sìa stata considerata la f come dipendente soltanto 
dai p termini oo,y,... allora, indicando con a,^,...,l i suoi 
discriminanti , e con t un nuovo termine da cui dipende /*, sa- 
ranno a , ^ , . . . , 1 della forma 

e l'equazione proposta prende la forma equivalente 

ovvero : 

sicché saranno «i , P, , . . . , X^ , a, , p, , . . . , 1, i suoi varii discri- 
minanti. 

Per ipotesi, se è verificata la ap...X = N esistono valori di 
x,y,... che soddisfano alla (1); e poiché 

ap ... X=(a,Ha J) (p,HP/) ... (^iH V)=aiPi - KH a,P, ... V 

esistono valori di a? , y , . . . che soddisfanno alla (1) se esistono 
valori di t pei quali 

ma , per quanto é stato detto in 1.® questi valori esistono se 
afi^ . . . Xj . a,Pj . . . Xj == N , cioè se il prodotto dei discriminanti 
della (1) considerato nei termini x,y,...jt è nullo; dunque, es- 
sendo vera la prop. enunciata per j? = 1 , è vera in generale. 

b) In grazia della precedente proposizione possiamo dire che 
la risultante della eliminazione di più termini logici da una 
relazione logica è l'equazione che si ottiene eguagliando al ter- 
mine nullo il prodotto dei discriminanti della relazione valutati 
rispetto ai termini logici da eliminare. 

e) Alla risultante AB ... H = N considerata in a), giova qual- 
che volta dare la forma supplementare 

Cosi, ad esempio, avendo l'inclusione 

ax + bx <.C3o + (kc , 
poiché sono ac,bd [n.® 18, bj] ì suoi discriminanti, abbiamo, co- 
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me risultante della eliminazione della x, l'ima, o l'altra delle 
due eguaglianze 

d) Definizione. Si chiama risultante di un sistema di egua- 
glianze, di inclusioni , la risultante dell'uguaglianza unica che 
equivale al sistema [prop. 31,* e n.° 21, a)], 

23. Dominio di estensione di una funzione logica. — Siamo ora 
in grado di completare le informazioni date nel n.° 16 intorno 
ai valori che può prendere una funzione logica, completandola 
proposizione 29.* e confermando quanto abbiamo annunziato nel 
N. B. in fine di tale prop. intorno ai valori estremi del dominio 
di estensione della funzione, dimostrando la seguente 

Prop. 33.* Tutti i valori di cui è suscettibile una funzione lo- 
gica di qualsiesi numero di variabili f (x , y , . . . , t) sono dati 

dalla formula 

abc ...h-\-u(a-\-b-\-...-\'h), (8) 

ove a , b , . . . , h sono i discriminanti della funzione ed u è un 
termine arbitrario [Withead, /. e, n.® 32, (4), pag. 61]. 

Per dimostrare questa proposizione basterà dimostrare, che 
nella equazione 

fix ,y ,...yt)^=^àb...h -[-u{a'\-b-\' ...-^-h) (9) 

dando ad u un valore arbitrario esistono sempre dei valori di 
x,yy...,t che la soddisfanno; o, in altri termini, che la risul- 
tante di questa equazione, considerata come equazione nelle x , 
y y... ,t è sempre nulla qualunque sia il valore che si dà alla u. 
Ora, per fare ciò rapidamente, si osservi che, essendo 

ab...h <^a'{'b '\' ...^ h 

si può scrivere (prop. 19.*) 

ab ... h -{- u(a -{- b + ... + h) = (a + b -{-... + h)u + a& . . . Aw . 

Si chiami 9 il secondo membro di questa uguaglianza, sicché 
la (9) prende la forma 

/•(a?,!/,..., = 9 » (10) 

e si osservi che 

9 = a& . . . ^ . w + (a + 6 + . . . + h)u * 
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Facendo i discriminanti della (10) rispetto alle x,y,...yt con 
le note regole (n.** 18), avremo ch'essi sono 

«9 + «9 , &9 + ^9 > • • • > ^9 + ^9 ; 

la risultante della eliminazione delle (v,y ,... yt dalla (10) sarà 

perciò la _ _ « _ » _ 

(«9 + «9) (&9 4- ^9) . . . (^9 + /29) = N , 
ovvero la _ __ _ 

e scrivendo 9 e 9 per disteso, la 

ab...h\ aS.„hu-\'{a+S-^...'\'Ji)u\ +a&...^j(a-f&...+^)t«+a&...^w|=N ; 

e questa è, evidentemente, soddisfatta indipendentemente dal 
valore di u, poiché sono nulli i coefficienti di w e di u. 

Corollario 1.° Se nella (10) facciamo i^ = T, con che w = N, 
avremo f{a) ,2/,...,^) = a~|-^ + --- + ^; se facciamo , in vece , 
te = N , con che w = T , avremo f{x , 1/ ,...,/) = a& ... /z. — Gli 
estremi ab . . . h , a + b -|- • • • + h del dominio di estensione della 
f (x , y , . . , , t) sono quindi valori effettivamente raggiunti dalla 
funzione (cfr. prop. 29.* N. B.). 

Corollario 2.° Poiché la 

(a-\- b + , ,.-{- h)u -\-ab ...u 

rappresenta tutti i valori compresi fra ab,.,h ed a+&+... +/^ 
(prop. 18.% oss. in fine), la prop. 26.* si completa affermando che 
i valori di cui una funzione logica è suscettibile sono tutti i va- 
lori compresi fra ilpr^odotto e la somma dei suoi discriminanti. 

Corollario 3.° Una funzione logica è illimitata se il prodotto 
e la somma dei discriminanti valgono rispettivamente il nulla ed 
il tutto \ cioè, riferendosi alle indicazioni di sopra, se contem- 
poraneamente 

aì)...h = ^ , a + & + ... + ^ = T, 
ovvero 

od anche _ _ 

Corollario 4.*" Perchè due funzioni f(x , y , ... , t) , 9(x , y , ... , u) 
dello stesso > di diverso , numero di variabili abbiano eguale 
estensione è necessario e basta che il prodotto e la somma dei 
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discriminanti dell'una siano rispettivamente eguali al prodotto 
ed alla somma dei discìHminanti dell'altra. ^ 

Corollario 5.® Se il prodotto dei discriminanti di una fun- 
zione logica eguaglia la loro somma, la funzione ha un sol va- 
lore (sì riduce ad un termine indipendente dalle incognite). 

In fatti, in tal caso, per essere 

sarà (prop. 10.^) 

a = & = ... = ^ ; 
epperò si avrà : 


f(x , 2/ , ... , f ) = a{xy ... t + xy .,.t-{- ... + xy ... ^) = aT = a . 

Esercizio. Trovare, col mezzo della precedente proposizione 33.% la 
condizione data al n.^ 19 [eguagl. (4)] per l' esistenza di valori comuni 
ai dominii di estensione delle funzioni 

/(a;,y,...,«) , 9(05 , y ,...,«) . 

Detti A , B , . . . , H i discriminanti della /> oc } P 7 • • ^X quelli della 
9 , ed ii un termine assolutamente arbitrario, poiché i dominii di esten- 
sione della /, 9 sono quelli stessi delle due funzioni 

(A + B + . . . 4- H) w + AB . . . Hw = Sm + Pt4 

del termine w, vi saranno valori comuni alle /, 9 tutte le volte che 
è possibile scegliere u in modo che sia 

Sw -j- Pw = aw -{- *Ku . 

Ora^ essendo Sa + Sa , Pit + Pw i discriminanti di questa equazio- 
ne, ciò avviene tutte le volte che si abbia 

(Sa + Sa)(Pit + Pw) = N ; 
ovvero, essendo 

SPàir=(A + B + ... 4-H) AB...Hfltp...Y (à+p +-...+x)=AB...H . flìp...x 

SPait = SPap . . . xap . . . x = N 

SPaw = AB . . . H . AB . . . H . a« = N 

SPait=AB ... H(À-f B+ ... +H) (a+p +- ... +x)»P - X=ÀB ... Hotp ... x , 
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quando sia 

AB . . . Hap . . . X -f ap . . . ^ÀB . . . H = N , 
che è appunto la (4) citata. 

24. Equazioni limitate ed equazioni i/^^meto^e.— Un'equazione 
logica fra più variabili x ,y ,.. .,z ,t si dice illimitata rispetto 
ad una variabile t, allorché scegliendo comunque la f, la equa- 
zione sia possibile per valori da determinarsi delle altre varia- 
bili a? , 1/ , ... , ^ ; e si dice illimitata rispetto a più variabili, sepa- 
ratamente considerate, quando una tale proprietà ha luogo per 
ciascuna di dette variabili. 

Un'equazione logica si dice illimitata simultaneamente rispetto 
a più variabili quando, facendo di queste una scelta arbitraria, 
la equazione sia possibile per un'opportuna scelta delle altre 
variabili. 

Un'equazione non illimitata si dice limitata *). 

a) Un' equazione illimitata rispetto a tutte le variabili da 
cui dipende ha, evidentemente, tutti i suoi discriminanti nulli ; 
giacché, scritta, p. es. , in forma normale, 

. . . + L^ • • • zt-^- . . . = N , 

se è ljxy...zt un suo termine qualunque, ponendo T al posto 
delle variabili che figurano in esso direttamente, ed N al posto 
di quelle che vi figuraflo coi supplementi, il termine stesso si 
riduce al suo coefficiente L, mentre con l'analoga sostituzione 
gli altri si annullano. Dovendo, intanto, l'equazione, per ipotesi, 
essere soddisfatta si ha L = N. 

b) Sia f{x , t/ , . . . , ^ , = . . . (11) un' equazione logica, nelle 
variabili a?,2/,...,z,^, e supponiamo dato a ^ un arbitrario 
valore, sicché essa diventi equazione nelle sole variabili a?,t/,...,z. 
Scrivendo questa equazione nella sua forma normale , sia essa 

kxy . . . z + Vixy ... ^ 4- ... -h Vi.xy . . . .s: = N ; (12) 

saranno A,B,...,H funzioni della sola t che potremo pensare 
scritte come segue 

k = a,t + aL~t , B = Pj^-hp/, ... , H = x\^-hx/; (13) 


*) Whitehbad, l, e, n.® 32, pag. 59 e 60. 
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sostituendo nella (12) avremo la (11) nella forma 

a^xy .. .zt-\- p^a^ , , . zt -{- ,. , -f Xi^ . . . ^^ + 

oL^xy . . . ^7 + ?iXy ... ^7 + ... + Xì^y . . . ^^ = N ; 

dalla quale si vede che «i , Pj , . . . , Xi so^^ i discriminanti della 
/* (pensata come funzione dell'intero numero di variabili) posi- 
tivi rispetto alla f, e che ai,p8,...,Xi sono i discriminanti ne- 
gativi rispetto a t. 
Ora, perchè la (12) sia possibile deve aversi AB... H=N, cioè 

(aj + a,ì) (^,t + p^O . . . (x,t + X J) = N , 
ovvero 

aiPi---Xi-^ + a8p8...Xi-^ = N (14) 

pel dato valore di ty e per ogni altro arbitrariamente preso; vale 
a dire, in grazie di quanto si è detto in a), deve aversi 

«iPi • • • Xi = N , a,pj . . . Xg = N . 

Cosi : 

Prop. 34.^ Affinchè un'equazione logica sia illimitata, rispetto 
ad una delle incognite da cui dipende, devono essere nulli il prò- 
dotto dei discriminanti positivi rispetto a quella incognita, ed 
il prodotto dei discriminanti negativi. 

Per trovare le condizioni di illimitazione rispetto a più va- 
riabili occorrerà scrivere per ciascuna variabile le due condi- 
zioni che risultano dalla proposizione precedente. 

e) Sia ancora la (11), e supponiamo fatta una scelta arbi- 
tria di alcuu'e ...z,t delle variabili; sicché la (11) diventi una 
equazione nelle sole variabili rimanenti a?,?/,... Allora, scritta 
in forma normale, la (11) sia 

aan/ * . . + ^(vy + . . . + xooy . . . = N . (15) 

Le a , p , . . . , T conterranno le . ..z ,t , e perciò nel loro svi- 
luppo normale rispetto a queste , .,z,t si presenteranno come 
espressioni della forma 

et = fltj . . . Zt -p . . . -|- (Xm • • • zt 
p = p^ , , , zt -|- . . . -p p„ . . . /2^f 

T =T^ . . . zt -\- . , . -\-T^ . . . zt . 
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Sostituendo questi valori nella (15), potremo scrivere la (11) 
come segue 

...+(T,...s:^-f-...-fTjj,...^0^-=N ; (16) 

e da questa si vede che a^,. . . ,a^ , Pj , . . . , p^ , . . . , t, , . . . , t^^ 
sono i discriminanti della f considerata come funzione di tutte 
le date variabili, e precisamente che 

«1 , pj , . . . , T^ sono positivi rispetto a tutte le ..,zt 

«j , Pj , . . . , Tj » » » alle ,„Zf e negativi risp. a t 

•»•>•••>• • • • • •• • • • • • •• • • •• 

«pk » P^ > • • . » T'i^ » negativi rispetto a tutte le . . . zt 

Ora, perchè la (15) sia possibile per valori da trovare di a;,2/,... , 
. dovrà aversi «p . . . t = N , cioè 

(a^. .zt-{-...-j-a^.,.zl) (Pi...-3:^+...+pjj...<2rÒ...(Tj...;S:^4-...4Tj^f..^0=N ; 

ovvero (prop. 25.% pag. 36) 

«iPi . . . T4 . . . ;2:^ + . . . -f «p^Pj^ . . . T^ . . . ^^ = N , 

pei valori assegnati di , . ,zt , e p^r tutti gli altri arbitraria- 
mente scelti. Ciò richiede che si abbia 

*iPi • . • 'fj = N , ... , a^^ . . . Tjj = N ; 

d'onde la seguente 

Prop. 35.^ Affinchè un'equazione logica sia illimitata rispetto 
ad un guappo dì m delle varnàbili da cui dipende^ simultanea- 
niente considerate^ devono esse^^e nulli i prodotti dei discrimi- 
nanti dell'equazione positivi rispetto a X delle m variabili e ne- 
gativi rispetto alle rimanenti m — X , quando per X si p^^endono 

tutti i valori decrescenti da m a 0, e corrispondentemente ad 

m! 

ogni valore di X si considerino tutti gli t^t-, prodotti che 

X!(m — A)! 

relativamente ai varii gruppi di X variabili possono farsi nel 
modo indicato. (L'esempio 2.^, che segue, illustra il modo di ap- 
plicazione di questa proposizione). 

Esempii. 1.^ Sia da cercare la condizione perchè l'equazione 

axy -|- ^^y 4" c^y + ^^y = N (17 ) 
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sìa illimitata rispetto alla x. Essendo a , 6 i discriminanti delPequazìone 
positivi rispetto alla x, e c,d ì negativi, per la prop. 34.* si hanno 
le condizioni 


aò = N , ed = N , 
che possono essere sostituite dalP unica 


(18) 


a6 + cd = (a + c)(6-|- flO(c + rf)(6 + c) = N . 

Siccome i discriminanti positivi rispetto alla y sono a, e e quelli ne- 
gativi sono b y d j cosi le condizioni perchè V equazione sia illimitata 
pure rispetto alla y sono: 


ac = N 


6d = N 


(19) 


che possono essere sostituite dall'unica 

1 

oc + bd=:{a+ b) (e -f- d) (a + d) (6 + e) = N . 

2.^ Sia da cercare la condizione perchè l' equazione 

_ — — — . _ _— ' _ _ 

axyz -|- bxyz -}- cxyz + dxyz -\- a'xyz -f- b'xyz -f- e'xyz -|- d'xyz = N 

sia illimitata simultaneamente rispetto alle due variabili x ,y, 1 discri- 
minanti dell'equazione 


sono a , a 


positivi rispetto ad x , ^ 

» » ad as e negativi risp. ad y » 6,6' 

» » ad y » 

negativi » ad a; , ?/ 


:» 


x » e yC 


+ + +---- 


x 

a 

6 

1 
a 

b' 

c 

d 

e' 

y 

a 

e 

a' 

e' 

6 

d 

b' 

z 

a 

6 



d 

a' 

b' 

e' 


» d,d' 


come risulta evidente dal quadro a fianco 

d' presentato , nel quale i segni che sovra- 

~7 stano ogni colonna dicono appunto se 

— sono positivi o negativi i discriminanti 
d' 


che compaiono in quella colonna per 
rapporto alla incognita con la quale stanno in una stessa orizzontale. 
Dunque, per la prop. 35.* abbiamo le condizioni 

aa' = 66' = cc' = dd' = N , 

che possono essere compendiate dall'unica 

aa! -[- 66' + ce' -\-dd' = ^ . 


Se, oltre alla illimitazione rispetto alle x , y simultaneamente consi- 
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derate, si vuole che l'equazione sìa Illimitata rispetto alla z, siccome 
i discriminanti positivi rispetto a z sono a jb , e ,d e quelli negativi 
sono a\ h\ h\ d\ alla condizione precedente bisogna aggiungere le se- 
guenti 


Le condizioni per le illimitazioni rispetto a ciascuna variabili x^y^z^ 
separatamente considerate, sono date da 

abab'= cdc'd' = N 
aca'c' = bdb'd' =N 
abod = aWéf = N . 

3.® Come terzo esempio, sia l'equazione 

oa; -|- 6y -f- cz = rf , 

e si voglia la condizione per la sua illimitazione rispetto alle x,y si- 
multaneamente. Poiché 

ax = ax{yz -f. ya -f- yz -|- yz) 

by = by (zx -[- zas -|- za; -|- zx) 

cz = cz (xy-l- xy-j- xy -f- xy) ; 

cosi l'equazione data può scriversi 

(a-\-b-\-c)xyZ'\- (a-|-ò)a5i/z-|- (6-|-c)xyz-|-(c -|- ayjcyz-^^axyz -\- bxyz-\'Cxyz=d , 

i cui discriminanti sono ^ in vista della mancanza del termine col co- 
stituente xyz a 1.° membro, e che d può immaginarsi moltiplicato per 
lo sviluppo di T in tre termini : 

{a-\'b-{c)d-\-(ibcd , {a-\-h)d-\-abd entrambi pos. risp. ad x ed y 

{c-\-a)d-\-cad ^ad-^-ad » » » » e neg. risp. ad y 

{b-\'C)d-\-bcd ,6d-|-òrf » neg. » » e pos. risp. ad y 

cd'\-cd , Nd-j-Td=d » » » ad aj ed y. 

Le condizioni domandate, si presentano , dunque , moltiplicajido fra 
loro i discriminanti delle 4 coppie ed uguagliando ad N i prodotti , 
nella forma: 


{a •\'b)d-\' abcd=^^ , ad-\- cad=z^ , bd-{-bod = ^ , cd=:N . 
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Le seconde due di queste condizioni dicono che a^djb^d, per la 
quarta che dice d <c. — Verificate ohe sieno le tre ultime condizioni, 
la prima è verificata di conseguenza, poiché per a ^d^b ^d il termine 
(a -|- 6)d è nullo , ed altrettanto avviene del 2.® in virtù della quarta 
condizione. 

L' equazione, dunque, nel caso della illimitazione simultanea rispetto 
ad a; , ^ , è soggetta alle condizioni a<d,6<d,c<d, e può assu- 
mere perciò la forma: 

d{ax -f- by) '\- cz:=d , con d < e . 
Si può osservare che, essendo 

{a -\- ò -\- o)d -{- abed , {b -\-c)d^ bc .d 
(e -|- o)d -{- cad , od-^-cd 
ì discriminanti dell'equazione positivi rispetto a z ed 

{a + b)d + abd , ad-fàd , bd+bd , Nd-f Td 


quelli negativi, ed essendo ed il prodotto dei primi e abd quello dei se- 
condi , perchè V equazione sia illimitata pure rispetto alla z occorre 
che si abbia cd = N,a6d = N; cioè che sia pure c = d = a+^j ©» 
quindi, l'equazione della forma oa; -{- 6y -f- (a -f- 6)z = a -f- ò. 

25. a) Domina di estensione per le incognite che verificano una 
equazione. — Data una equazione logica 

A^,2/,...,0 = N (20) 

fra più variabili a? , y , . . . , ^ , e supposto nullo il prodotto dei 
suoi discriminanti, sicché esistono valori delle oc,y,,,.,t pei 
quali la (20) è possibile , la collezione dei valori che possono es- 
sere assunti da una determinata t delle variabili in guisa che 
per ciascuno di questi valori, e per valori, da determinarsi in 
conseguenza, delle rimanenti la (20) si trova soddisfatta, si chia- 
me il dominio , o il campo di estensione della t. — Così , ogni 
variabile da cui una equazione dipende, quando questa non rap- 
presenta una affermazione impossibile, ha un proprio dominio 
di estensione. 

Se l'equazione è illimitata rispetto ad una variabile t, il do- 
minio di questa variabile è illimitato, ed è limitato nel caso 
contrario. 


■ 
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b) Si è visto nel a.® 2-4 , bj che V equazione cui la t deve da 
sola soddisfare perchè eoa valori da scegliere delle rimaneati 
variabili la (20) sia possibile, è la 

«iPi • • • Xi • ^ 4- »A . . . Xi • ^= N , (21) 

ove «1 , Pi , . . . , Xi sono i discriminanti della (20) (considerata 
come funzione di tutte le variabili a? ,!/,..., ^) , positivi rispetto 
alla tf ed «, , P, , . . . , x» sono i discriminanti negativi rispetto 
alla stessa L 

Ora la (21) come è stato dimostrato nel n.** 22, prop. 32.* (teo- 
rema di Schròder) equivale alla doppia inclusione 

«iP, . . . X, <^ <«! + P" + . . . +Xi , (22) 

nella quale t può prendere anche il valore di ciascuno dei ter- 
mini estremi della doppia inclusione; dunque è 

«A •••Xt<ai + P"'i + ••• + £ (23) 

il dominio di estensione della t, e ne sono 

«jPf-Xt » «i + Pi + .-. + Xi- (24) 

rispettivamente V estremo inferiore e l'estremo superioì^e. 

Osservazione. Si osservi che, soddisfatta la condizione per la 
possibilità della (20) la inclusione (23) sussiste sempre, poiché da 

aiPi...Xi-«tPì--'Xi==N 
SI deduce 

«ìPi • • • X> < «1 + Pi -f • • • + Xt • 

Quanto abbiamo detto per la t, potendosi ripetere per ogni 
altra delle a? , i/ , . . . , ^ , ci fornisce la seguente 

Prop. 36-* Il dominio di estensione di una incognita ^ in una 
equazione possibile ^ ha per termine minore il prodotto dei di- 
scriminanti negativi della equazione rispetto a quell'incognita^ 
e per termine maggiore la somma dei supplementi dei discri- 
7ninanti positivi {lì supplemento del prodotto di questi discri- 
minanti). 

Esempii : 1.® Per l' equazione ad una incognita f(x) = N , supposto 
/(T)./(N) = N, il dominio di estensione della x è 

/(N) <7(T) . 
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2.° Per l' equazione a due incognite f{x , y) =s N , supposta verifi- 
cata la condizione 

/(T , T) ./(T , N) ./(N , T) ./(N , N) = N , 
il dominio di estensione della x è 

/(N , T) ./(N , N) <7(T , T) +7(T , N) , 
e quello della y è 

/(T , N)) ./(N , N) <7(T , T) +7(N , T) . 

Cosi via via, in generale, per un'equazione con qualsiasi numero 
di incognite. 

3.® Come altro esempio riprendiamo l'equazione 

ax -\- hy -\' cz ^=^ d (26) 

dell' eserc. 3.°, n.® 24, prop. 36.*. I suoi discriminanti, positivi rispetto 
ad a;, sono 

(a + ^ 4" ^)^ 4" ^^^ ì (9 + ^)^ "h ^^^ > (^ 4" ^)^ 4" ^^^ > orf 4" ^^ > 
e quelli negativi 

(pj^c)d + hk, hd-\-bd , cd4-cd , Nd4-Td = d . 

Il prodotto dei primi (tenuto presente che sono tutti nel loro svi- 
luppo normale rispetto a d) è 


(a 4" ^ 4" ^) (^ 4" ^) (^ 4" ^)^ 4" *^^ . ca . ah . ad^=^ ad '\- abc . d 
ed il supplemento di questo prodotto 

(a + d) (a + 6 + e 4- 5) ; 

il prodotto dei secondi è, in vece, ho,d, mentre è ab ed il prodotto 
di tutti i discriminanti. Dunque, il dominio di estensione della x è 

6c . rf < (a -f- rf) (a 4- & + e + d) . (26) 

In modo analogo (o meglio, tenuto conto della simmetrìa della equa- 
zione proposta rispetto ad a; , y , z) si vede che i dominii di estensione 
delle X ,y ^z sono rispettivamente 

ca , d <C^(h -\' d) {a •\- b -\- e -\' d 

(27) 
o6.d<(c+d)(a + 6 + c-fd 


— 65 — 

Balle (26), (27) segue che le condizioni di ìUimitazione della (26) 
rispetto alla x, alla y, alla z, sono 

Ia <<f 
e <d . 

Ma, dalle tre ultime inclusioni si ricava, per somma, a-j-ò-fc^d, 
che, confrontata con la prima dà 

dunque, quando l'equazione (25) ha la forma 

ax -|- 6y -j- C25 = a + 6 4- e , 
essa è illimitata rispetto a ciascuna delle tre variabili da cui dipende. 

c) Caso di un sistema di equazìonù — In grazia di quanto 
si è detto nel n.® 18 relativamente alla possibilità di un sistema 
di equazioni logiche, ed ai sistemi di valori delle incognite pei 
quali tutte le equazioni del sistema sono soddisfatte contempo- 
raneamente, se è dato fra le incognite a? , y , ... , / il sistema delle 

equazioni 

9i = N , 9. = N , ... , q), = N , (28) 

possiamo sostituire ad esso l'equazione unica 

r(.^/^,y,...,0 = 9, + 9, + ... + 9n=N ; (29) 

epperò, i dominii di estensione delle a? ,!/,...,/ , considerate co- 
me incognite in questa equazione , saranno i loro dominii Gonsì- 
derate quali incognite nej sistema. Alla proposizione 36.* prec. 
non occorre dunque aggiungere altro, per applicarla al sistema 
(28) che tener presente come, indicando con A,, B,. , .. . , H^ i di- 
scriminanti della 9^. = N (i = 1 , 2 , . . . , n) , sono 

A = SA, , B = 2B, , ... , H = 2H, 

i discriminanti della (29). 
Un esempio chiarirà ancora meglio la cosa. 

Esempio. Sia dato il sistema di equazioni logiche fra tre incognite 

yz = a , zx = 6 , xy z= g , (30) 

A. DxL Rr — Algebra ileUa Logica. 9 


-'de-. 

e {>ropomamooi ài trovare: 1,^ la risuUamiU (oondìzìoae per la sua pos- 
sibilità); 2.^ % damimi di estensione deUe x j y , z, 

1.^ Le tre equazioni del sistema possono essere scritte x^ome segue 

xyz -|- Nosyz -f- xyz -[- Hixyz -|- l^xyz -[- Nojyz -j- Nasya + ì^xyz = a 

xyz -j- xyz -|- ÌHxyz -j- . . = è '^ ; (31) 

05^2 -|- 'Nxyz -f- -\- xyz -|- Nojyz -|- 

d'onde segue che i loro discriminanti sono rispettivamente 

b,b,b,b,b,b,h,b\ , (32) 

e quelli del loro sistema 

a + 6-|-c , a-{-b-^c , a -{- b -^ e , a-|-6-{-c, 

a + 6 + c , a-f-ft + c , a-|-6«-}-c , a + ^ + c- (33) 

La risultante sarà, dunque 

(a + 6 + e) (à + 6 + e) (a 4- 6 + e) (a 4- 6 + e) (a + 6 + e) = N ; 

ovvero, per essere (prop. 6.% pag. 11) 

(a -^ b -\- e) (a -\- b '\' e) =^ a -\- b -]- ce = a -{- b 

{a -\- b -\- e) (a -{- b -{- e) z= e '\- {a '\~ b) (a '{' b) = e -\- ab -{- ab , 

e poi pure (a -}- ^) (e + «^ + «&} = ca -f" ^'^ ~l~ ^^ , sarà 

(a 4- 6 -I- e) (6c + ca -|- oò) = N ; 


o. in fine 


1 


aòc -j- 6ca + ca^ = N . (34) 


2.° Dal gruppo (33), confrontato col modo come sono state scritte 
le (31), si scorge che i discriminanti del sistema positivi rispetto ad x 
hanno per prodotto 

{a -^ b -{- e) (a -{- b -{' e) (a -{- b -\- e) (a -\- b -\- e) = a(b -^ e) -^^ a,bc 

e quelli negativi per prodotto 

(o 4- è -[- e) (a + ò 4- e) = ò + e , 


^ 

f-^ 
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ne segue che il dominio di estensione della x è 

h '\- e <^abG '\'~aì)> -\'~c) . (35) 

In vista della simmetria che presentano le equazioni del sistema ri- 
spetto ad una permutazione ciclica delle xyz ed alla corrispondente 
permutazione ciclica delle a ^h ^c ^ si può affermare che i dominii di 
estensione delle y , z sono rispettivamente 

- ^ - • (86') 

a 4" ft ^ a6c -|- e (a + 5) ) 

Visto che dalla (34) seguono le ahG'=.hGa^=.cab'=il^ ^ che danno 
ohe = bc = ca = ab e tenuto pure presente la prop. 5.*, le (36) , (35') , 
possono pure scriversi come segue 

b -\- e ^bc -{- a ' 

e -{- a^ca-^-b 

a'{' b^ab ^ e 

< Si osservi che la (34) è risolubile rispetto a ciascuno dei tefmini 
qualunque siano gli altri due; giacché, p. es., scritta nella forma 

(6c 4" bc)a -|- bea = N , 

la risultante di essa considerata come equazione in a, cioè la 

(6c + òc).6c = N 

si presenta identicamente verificata. 

Si osservi inoltre che facendo V interpretazione mediante aree piane ' 
della condizione (34), troviamo, per essere 

6c = ca = a6 == aòc , 

siccome è stato osservato, che due casi soli possono presentarsi: o di 
aree, due a due, mutuamente escludentisi , o di aree aventi, due a due, 
in comune una medesima parte. 

d) Come si restringe il dominio di estensione di un'inco- 
gnita per un valore assegnato nel proprio dominio di estensione 
ad un'altra incognita. — Riprendiamo la equazione (20) 
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e supponiamola scritta nella forma 

+((^^0[;+p^x)yz.J=N , (36) 

cioè nel suo sviluppo normale rispetto ad y , ^ ,...,/ , ordinato 
in guisa che dei suoi |ji = 2**-* termini, la prima metà v = 2'^' 
contenga y positivamente , e la seconda metà (in conseguenza) 
contenga y negativamente , e con i coefficienti sviluppati anche 
essi normalmente rispetto ad x. Allora, fissato per x un valore 
entro il proprio dominio di estensione, sicché l'equazione sarà 
ancor possibile per valori delle y , ^ , . . . , ^ , il dominio di esten- 
sione della 2/, si presenterà dato dalla inclusione 

ovvero da 

e se poniamo 

«4 ... «v = P , «y^j ... «1^ = Q , p, ... py = R , p^j ... Pjj^ = S , (37) 

dalla inclusione _ _ 

Qlx-\-?>x<?x + Rx . (38) 

Ora, come si vede dalla (36), 

a, , ... , «v sono i discr. della (20) pos. risp. ad a? e pos. risp. ad y , 
«v+i > — > «I» ^ * * * ^ Q ^®o- risp. ad y , 

Pj , ... , Pv » » » ^^S' * ^ ® pos. risp. ad y , 

Pv+i » - » PpL » * » >> ^ ® ^^S' risp. ad y ; 

perciò, il prodotto dei discriminanti negativi rispetto ad y nella 
data equazione è QS e la somma dei supplementi dei discrimi- 
nanti positivi rispetto alla stessa y è P-f-R ; da che segue essere 

QS<P-fR 

il dominio di estensione della y nella data equazione. 
Dal confronto delle due inclusioni 

QS<P + R > Qa?-f-S^<Pa?-t-R^ (39) 

segue in quale modo viene a restringersi il dominio della y per 
ogni valore che si assegna ad x. 
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Se si pone Qa7 + Sa? = QS, ovvero QS.a7 + SQ.a; = N, si 
vede che per ogni valore di x del dominio 

SQ<S + Q (40) 

il corrispondente nuovo dominio di y ha comune con l'antico 

l'estremo inferiore. Analogamente, se si pone Pa?+Ra^=P+R'> 

ovvero PRo? + PRiZ? = N , si vede che per ogni valore di x del 

dominio 

RP<R + P (41) 

il nuovo dominio di y ha comune con l'antico l'estremo su- 
periore. 

Esempio. Sia r equazione a due incognite 

axy -[- bxy + oxy -j- dxy = N {abcd = N) ; (42) 

di questa è a il discriminante positivo rispetto ad a; , y , 6 quello po- 
sitivo rispetto ad X e negativo rispetto ad y, e quello negativo rispetto 
ad X e positivo rispetto &.à y, d quello negativo rispetto ad x e ad y. 
Riferendosi alle notazioni precedenti abbiamo dunque 

a = P , è = Q , c = R , d = S , 

e quindi, mentre il dominio completo di estensione della y è 

òrf < a -}- e 

il dominio che corrisponde ad un dato valore di x è 

bx '\- dx <^ cix -^ ex . 

Inoltre , x deve essere scelto nel dominio db < d -(- 6 perchè y tra i 
suoi valori abbia bd , e deve essere scelto nel dominio ca <^ e -j- a per- 
chè y fra i suoi valori abbia a -\- e. 

Osservazione. Dalla prop. 21.* segue che tutti i valori della ^ 
appartenenti al suo dominio di estensione possono essere rap- 
presentati scrivendo 

x = (P + Q)u + RSù (43) 

ove u è un termine indeterminato. Sostituendo questo valore 
nella equazione proposta, questa diventa 

Aw,2/,^,...,0 = N , (44) 
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e sostituendolo nella 2.^ della (39) questa assume la forma 

(QP + SPQ) u + (QRS + SR) w < (P + RPQ)w + (PRS -f R)«i 
ovvero : 

Q(P + S) w + S(R + Q)ù < (P + RQ)t^ 4- (R + PS)u . (45) 

Ora, in grazia della prop. 30.% il termine minore di questa 
inclusione ha per valore minimo 

Q(P + S).S{R + Q) = Q(Q + R).S(S + P) = QS , 
ed il termine maggiore ha per valore massimo 

P + RQ + R + PS = (P + PS) + (R + RQ) = P + R ; 

e questi due valori sono rispettivamente il termine minore ed 
il termine maggiore della 1.^ delle (39). Dunque, tenendo pre- 
sente che la (43), possibile pei valori di x dati dalla (42), è pos- 
sibile per qualsiesi valore di u, ne deduciamo la 

Prop. 37/ In ogni equazione che sia limitata rispetto ad una 
incognita si'guò a questa sostituirne un'altra rispetto alla quale 
la equazione sia illimitata, senza che venga ad alterarsi il do- 
minio di estensione di dascuKia delle rimanenti incognite. 

Dalla medesima prop. 19.^ sopra ricordata, indicando con v un 
altro simbolo indeterminato, e tenendo conto della (45), si ricava 
che tutti i valori di cui y è suscettibile compatibilmente con 
la (44), sono rappresentati dalla formula, 

2/===:[(P^.RQ)^*4(R+PS)ti]i;-K[Q(P+S)^^+S(R+Q)^iJÌ; , 

ovvero 

y=(P^RQ)uv ; Q(P+S)w+(R+PS)wì;+S(R+Q)w . (46) 

E così, mentre la x con la (43) si trova espressa col mezzo 
di una indeterminata u^ Va y si trova, con la (46) espresso per 
mezzo di queste u e di un'altra indeterminata v. 

Tornando alla equazione (42) dell'esempio precedente abbiamo che 
relativamente a questa equazione le (43), (46) prendono la forma 

X = (a -|- h)u -|- cdu 

_ _ _ _ _ _ _ _ -_ } . (47) 

jr = (o -[- 6c)iMJ -|- 6(a -|- d)wo -j- (e -j- da)'wo -f- d{c -|- h)u'o 


-ri- 
ponendo in queste per u jV due valori arbitrarli bì hani&o pbr x , y 
due valori che soddisfanno alla (42). Cosi abbiamo nelle (47) una wAur- 
zione deir equazione generale a due incognite: 

axy + ^y -j- ^^y "t" ^^y = ^ {abcd = N) 

in funzione di due termini arbitrarii, e questa soluzione è generale 
perchè i dominii di estensione delle x j y quali sono forniti dalle (47), 
sono, in virtù della proposizione precedente, quegli stessa che compe- 
tono ad X j y j considerati nella equazione data. 

§ix. 

La risoluzione delie equazioai logiclie. 

26. a) Procedimento generale. — Dkì'ò. un'equazióne logica fra 
n incognite x ,y ,...,t 

/•(^,1/,^,...,0 = N (1) 

per la quale sia soddisfatta la coadizione di possibilità, il ris:ul- 
tato ottenuto nel n.® prec. d) ci mette in grado di trovare quaati 
sistemi vogliamo di valori delle x ,y ,.,.,t che la soddisfanno, 
cioè tanti sistemi quanti ne vogliamo di soluzioni della equa- 
zione; poiché, trovato il dominio di estensione della x, si scé- 
glierà in questo un valore arbitrario 6j , sicché 

è ancora un'equazione possibile pei valori delle y,z,,..,t', si 

calcolerà il dominio di estensione che ne segue per la y [2.^ delle 

formule (39) al n.° prec.J , e si sceglierà in questo un valore 6, , 

sicché 

/•(e,,e,,^,...,jf) = N 

è ancora un'equazione possibile pei valori delle z ,,..yt\ si cajl- 
colerà analogamente il dominio di estensione che ne segue pier 
la Zy e si sceglierà in questo un valore d,, etc. Si continuerà 
cosi fino ad aver dato all'ultima incognita t, un valore 0^ preso 
nel dominio di estensione della t che segue per questa variabile 
in conseguenza dei valori dati alle rimanenti. Allora si avrà 

e sarà 6^,0,,..., 6^ una soluzione dell'equazione proposta. 
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b) Ma la prop. 37.* ci mette in grado di fornire la soluzione 
generale della equazione stessa. 

In fatti, detti A , B rispettivamente il prodotto dei discriminanti 
positivi della (1) rispetto ad w ed il prodotto dei discriminanti 
negativi, abbiamo, perla x presa nel suo dominio di estensione , 

X = Ku^ 4- Bu^ (3) 

con u^ arbitrario. Sostituendo, nella (1), per x questo valore, 
la (1) prende la forma 

F,(u,,y,Zy...J) = lS , (4) 

e saranno il termine inferiore ed il termine superiore del do- 
minio di estensione di y espressi quali funzioni A(u^),B{u^) di 
u^ , in modo che può scriversi 

y = K(u^)u^ + B(u^)u^ (5) 

dove u^ è un nuovo termine arbitrario, senza che il dominio di 
estensione della y, quale è dato da questa formula cessi di es- 
sere quello che compete in y considerata direttamente nella e- 
quazione presente (prop. 37.*). 

Si sostituisca nella (4) per y il valore (5); la (4) prenderà al- 
lora la forma 

F,(?^j , t«, , z , . . . , = N . (6) 

Si ripeta per z il ragionamento fatto per y, sicché z si pre- 
senti nella forma 

z = k(u, , u;)u^ + B(u, , i^,)ù, , (7) 

dove A(Wj,t^,), B{u^,^l^) sono funzioni di u^ ,u^ ed u^ è un nuovo 
simbolo arbitrario, senza che il dominio di estensione della z, 
dato dalla (7), cessi di essere quello stesso che proviene a z quale 
incognita della equazione proposta; e si continui cosi il ragio- 
namento finché r ultima incognita t si sia esibita nella forma 

t = À(u^ , t^j , . . . , u^_i) . u^ -f B{u^ , w, , . . . , u^_^)u^ . (8) 

Allora, nell'ultima delle equazioni (4), (5) successivamente ot- 
tenute, sostituendo t, si avrà identicamente, cioè per qualsiasi 
sistema di valori delle u^ ,u^, , . , ^u^, 

Fn-iK»Wi»-..,^0 = N . (9) 
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Ora il passaggio dalla (1) alla (9), in vece che per tappe, può 
essere fatto direttamente, ponendo in (1) per a?, y, ;?,..., < con- 
temporaneamente i valori (3) , (5) , (7) , ... , (8). Dunque le formule 

y = A (Wj) te, + B (Wj) w, 

f = À(W, , W, , . . . , Wn-l)Wn + B(w^ , w, , . . . , w„^,)w„ 

forniscono , in vista dell'osserv. (fatta in base alla prop. 37.*) se- 
condo cui i dominii di estensione delle a? , 2/ , . . . , ^ quali sono 
dati dalle (10) sono gli stessi di quelli che competono ad esse 
quali incognite dell'equazione (1), la soluzione generale della 
equazione proposta. 

Così, la soluzione generale di un'equazione in n incognite è 
fornita da formole dipendenti da n termini arbitrarli. 

e) Si noti che A(wJ,B(Wj) sono rispettivamente i prodotti 
formati coi discriminanti positivi e coi discriminanti negativi 
rispetto ad y considerata nella equazione (4), che A(Wj,w,), 
B(Wj,w,) sono i prodotti analoghi formati rispetto a z conside- 
rata nella (6), e così via via che A(Wj,w,,...,w^_J , B(w4, w,,,..,w^_j) 
sono i prodotti analoghi formati rispetto alla t nella penultima 
delle equazioni del gruppo (4) , (6) , . . . , (9). 

d) Si noti inoltre che la equazione (4) è illimitata rispetto 
ad u^ , che la equazione (6) lo è rispetto ad u^ , w, , e così via 
che la penultima delle equazioni dei gruppo (4), (6),.. .,(9) lo 
è rispetto ad Wj , te, , . . . , u^_^ simultaneamente. La (9) è poi il- 
limitata simultaneamente rispetto ad u^^u^,.. ,, a^\ la (9i, cioè, 
come venne già osservato, e un'identità. 

e) Si noti, in fine, ciie ogni equazione coy,^:a ,u ^, .u ^. a.^/'-jr- 
mare in un'altra che sia illitìutata rispetto a aa^canu uriW 
incognite che entrano nell'equazione^ o rispetto ad alcuiie dì 
esse soltanto. 

In fatti, indicati con A,B rispettivamente il prodotto dei di- 
scriminanti positivi e quello dei discriminanti negativi, rispetto 
alla a?, della equazione (1) , con C , D i prodotti analoghi rispetto 
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ad 1/, con E,F i prodotti analoghi rispetto a. z, e cosi via via 
con L,M i prodotti analoghi rispetto a ^, si può scrivere 

Sostituendo questi valori nella (1), o soltanto un gruppo di essi, 
si avrà, come risultato della sostituzione, una equazione nella 
quale entrano come incognite le Wj , t^j , ... ,u^o un gruppo di que- 
ste, e tale equaz. è illimitata risp. a ciascuna delle nuove incoga. 

f) Equazioni con una incognita. — Una equazione ad una 
incognita sia stata ricondotta alla sua forma normale 

aw + b.v = ì!i ; (11) 

poiché è a l'unico discriminante positivo deir equazione, e ?j l'u- 
nico discriminante negativo, sarà al) = la risultante dell'equa- 
zione stessa, e 

t) <« 

il dominio di estensione della x. Si avrà, dunque, per x l'espres- 
sione _ _ 

x = au'\-l)u = b-{'au , (12) 

ove u è un termine arbitrario, e questa espressione, alla quale 
possiamo aggiungere la supplementare 

x = au-\-bu = a -f &^e , 

sarà la richiesta soluzione della (11). 

g) Equazioni con due incognite, — Una equazione con due 
incognite sia stata condotta alla sua forma normale 

aocy + baij + cxy + dooy = N . (13) 

L'esercizio svolto in applicazione della prop. 37.^ contiene ap- 
punto la soluzione generale di questa equazione col metodo indi- 
cato nel n.** 26, b). — Le formule della soluzione sono le 

x = (a'{-b)u -{- cdu ì 

_ _ _ _ _ _ _ _ __ (14) 

2/ = (a + bc)uv + b(a + d)uv + (€ + da)uv + d(c + b)uv ) 

alle quali possiamo aggiungere le supplementari 

x = ab.u + (C'\'d)u 

yz=sa(b-\-c)uv -{-(b-^adìuv -{-cid -{- a)uv + {d'\'Cb)uv ; 
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ovvero sono le formule 


x = {a + ch)uv + ^(« -\- d)uv + {p 4- da)uv + d(b + c)uv 

y = (a + c)u + Mu 
che si ottengono dalle (14) scambiando oo con y e b con e. 

Yerifichiamo che effettivamente le precedenti formole soddisfanno alla 
equazione proposta indipendente da UjV, Abbiamo : 


ajy=(a-j- ^) {a-{'bc)uv -|- (a-f- 6)6(a-|-d)tti?-|- cd(c+ da)i*i; -[- cd(c-|-ft)tt«== 


=a . MV -|- abuv -{- cdauv-^- bcduv , 
sicché axy = a&a/iiv = N (per essere abcd = N) ; 

xy={a-\'b)a{b -{-o)uv -\- (a-|-6) (6-{-ad)wt> -|- cd(d -|-«)^t) -|- cd(d'{-cb)ìw= 
=ab . uv^buv -f- o>cduv -f- cd6 . wv , 
sicché bxy=abGduv=iN ; 

a;y=a6(a-|-ftc)uv -f-<»6(o+<i)w«-f (c-[- ^) • {G-\'da)uv 4-(c -|-d)d(c-|-&)wv= 
=a6c . uv-\-abd .uv-\-g, uV'\'cduv , 
sicché cxy=iabcduv=N ; 


a5?/:=aò(6-|-o)Mv -fa6(6-[-cMÌ)tt'u-|- (G'{-d)G{d'\-a)uv-\'{c-\-d) {d'-\-cb)u'0= 

sicché dxy = abcd . i*v = N. 

L' equazione é dunque verificata. 

In applicazione delle formule precedenti risolviamo il seguente 
Problema (di Johnson). Cambiare la somma di due dati termini 
logici a,b in quella di due altri x,y tali che x,y siano mu- 
tuamente esclusivi e rispettivamente inclusi in a , b. 

Le equazioni cui si dovrà soddisfare sono le seguenti 

Queste possono essere scritte come segue 

ivy + (Joy + oc^ =a-f-p 

xy . =:N 
aooy + axy = N 

^osy + p^ == N 
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i cui discriminanti sono rispettivamente 

T , N , N , N 

a , a , N , N 

P , N , p , N 

L'equazione che sostituisce il loro sistema sarà perciò 

a7j/ + a^+P^l/ + (« + P)i37y = N . 

Facendo a = T,6 = a,c = p,rf = a + p, le formule (14) dan- 
no ^ per la soluzione del problema, le seguenti 

SQ = au + a^u = a{u-\- ^u) = a (p + t«) 

te 

ovvero, poiché i primi due termini dell'espressione di y hanno 
per somma afi.u ed i secondi due per somma Pu: 

y =p(au + u) = p{a + ù) . 

Questo risultato ci servirà in seguito (cfr. n.° 27). 
h) Equazioni con tre incognite. — L'equazione generale a 
tre incognite sia scritta nella sua forma normale come segue 

axyz-\-l)xyZ'\-coGyz+(!^yz-\'a'xyz-\-h'xyz-\-dxyz-\-d'xyz=='Ì!i . (15) 

Tenendo presente il quadro dato neireserc. n.** 2, prop. 35/, 
pag. 60, vediamo subito che, il procedimento tenuto in b) alla 
ricerca della soluzione generale, col porre x = Au^ + B*^i > o con 
l'adoperare le notazioni del n.® 25, rf), conduce ad 

a? = (P + Q)u + RSw = {aà' + W)u, + cc\ ùdu^ , (16) 

e quindi [form. (5) prec. e form. (46) n.° 25, d)'\ ad 

y=A^(wJw,+B,(Wj)w,= 

= {aà! + ed, dd) u^u^ + W (aà' + dd') u^u^ + 

(ce' + aa'. dd') u^^ + dj^ (ce' + W) u^u^ , (17) 

essendo _ 

A (Mj) = {aa' + ed. dd') u^ + {ed + aa!. dd')u^ 
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d'onde _ 

A(Wi) = aa'(6v' -f (id')u^ + cc'(aa' + M)u^ , 

e _ 

B{u^) = bb'(aa' + dd')u, + M' {ed + ftft') ti^ . 

Dallo stesso quadro di cui sopra si vede anche subito che, per 
continuare ad applicare lo stesso procedimento tenuto in h), si 
deve osservare che il dominio di estensione della z, essendo 

a'c\ b'd' <ac + M 

per la seconda delle forraole (39) al n.® 26, questo diventa 

a'c'y + b'd'y <,acy + bdy , 
sicché, pel valore (17) di y, si ha per z V espressione 

z = A(u^,u^)UJ^ + B(u^,u^ìu^ , (18) 

ove 

Mu^ , w,) = ac \ espr. y\ + bd \ espr. y j 
B(Ui , w,) = a'c' I espr. y { + b'd' } espr. y j , 

e la soluzione generale dell'equazione proposta vien data dalle 
formule (16), (17), (18). 

N. B. A misura che cresce il numero delle incognite dell'equa- 
zione le formule che risolvono l'equazione stessa si complicano 
sempre più; e come si vede già dal caso precedente diventano, 
sempre, di più in più, fastidiose al maneggio. — Daremo nel § se- 
guente il metodo di Schròder per risolvere, in forma simmetrica, 
le equazioni logiche ad un numero qualunque di incognite. Ora 
tratteremo di un metodo dovuto a Johnson, che limiteremo al 
caso di una equazione con due incognite, ma che si estende anche 
esso facilmente al caso generale. Un metodo, anche di Johnson, 
diverso da quello qui presentato si trova inserito a pag. 185 del 
voi. Ili della Bibliothèque du Congrès Internationale de Philo- 
Sophie. 

27. Metodo di Johnson. —- Sia a risolvere l'equazione a due in- 
cognite 

axy-\'bxy-\'Cxg-\'dxy^=^ (19) 

per la quale sia verificata la condizione di possibilità aftcfif=N , 
che scriveremo pure nella forma equivalente 

à-f^ + c + rf = T . (20) 
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La (19) dà 

aivy=iìi , bocy:=lS , ca;i/ = N , dxy = ìf ; 

d'onde le inclusioni 

xy <ia , xy <b , xy <c , xy <d . (21) 

Sommando fra loro la prima e la quarta di queste e poi la 
seconda e la terza si hanno le altre due inclusioni 

xy + xy <a + d , a7|/ + a?2/<& + c. (22j 

I primi membri delle (22) sono mutuamente esclusivi, perchè 
sono due parti dello sviluppo di T in due termini e la loro som- 
ma è quanto quella dei secondi membri in grazia della (20) ; dun- 
que, per mezzo delle formule trovate nel risolvere il problema 
del n.° 26, g) in fine, possiamo esprimerli per mezzo di un sim- 
bolo indeterminato w, nella maniera seguente 

xy+xy^ià+d) (bc+u) ... (23) , ooyi-òiy=(b+c) (ad+u) ... (24) 

Ora xy ed xy sono entrambi inclusi in (a -{- d)(bc + u) quindi 
pure nel fattore {bc + u) di questo prodotto, e poiché per la 1.* 

e 4.^ delle (21) sono pure rispettivamente inclusi in a,d, cosi 

sarà , 

^If <a {bc + u) , xy <d{pc + u) ; (25) 

ed analogamente, per la (24), sarà 

xy<,b[ad + ic) , a^<.c{ad + u). (26) 

I primi membri delle (25) sono mutuamente esclusivi ed hanno 
per la (23) la stessa somma che i secondi niembri, e dicasi al- 
trettanto dei primi membri delle (26); dunque si potranno an- 
cora applicare le formule del suaccennato problema ed espri- 
mere gli uni in funzione di un termine indeterminato t? , e gli 
altri in funzione di un termine indeterminato w, nella forma 
seguente 

ayy = a{bc + u){d + bc .u +v) = a{bc + u){d + v) 

xy = d(bc +u){a+bc,u +v) =rf(&c + w)(a-f ^) 

■ (27) 
xy = b{ad + u){c +ad.u. + w) = b(ad+u){C'\' w) 

xy = "dad -\'U){p'\-ad.u-\-w) = c{ad +u)(b + w) 
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Sommando membro a membro la 1.* cou la 3.*, la 1.* con la 
4.^ la 2.* con la 4.* e la 2.* con la 3.* di queste equazioni si 
hanno le formule 

X = a{bc + u){d'\-v) + b(ad + u)(C'{- w) 


y = a{bc + w) (rf 4- v) 4- c{ad \-u){b + w) 
X = d{bc -{-u)(a-{-v) + c{ad + w) (6 -f w) 


(28) 


y = d{bc + u) (a + r) + b{ad 4- lì) {e + w') 

le quali danno i valori di x^y, e dei loro supplemeati, in fun- 
zione di tre simboli logici arbitrarli u,\\w che risolvono la e- 
quazione proposta *). Si può osservare che la soluzione così ot- 
tenuta è generale, osservando che, durante il processo di ragio- 
namento, le operazioni fatte non hanno ristretto il dominio di 
estensione di alcuna delle incognite. Si può, del resto, mostrare 
questo fatto anche direttamente scrivendo gli sviluppi normali 
di 07 e di V nei tre termini u^v ,w, e poi applicando la pix)p. 33.* 

M 

In fatti y sì ha p. es. 

x = a {bbu + u) (dv -j- v) -[- ^ (fl^** + ^*) (^^^ "t" '"^) 7 
ovvero, sviluppando e moltiplicando ogni termine che non contiene w 
per w + ^ ©li ogi^i termine che non contiene v per 1; -j~ ^ • 


dopo aver posto 


.r =s (p (u , v) . m; -|- 4'('** > ^) • ^ » 


^(tt , t>) = (a 4- hd)uvi 4- d{h -\- a)uv f (6 4" clcì)uv 4" (^ + cd)iM3 , 
^{u , 1?) = (a 4" c(i)wD 4" ^(^^ 4" ^c)w'u -|- c{a 4- &)«*v 4* ^(* 4" «<^)wtJ ; 
ora il prodotto dei discriminanti di x è 

dc{a 4- 6rf) (a 4- ^c) (6 4- <»c) (6 4"^) = *^<'*^ 4" (" + ^) ^'^ 7 
ovvero, per essere o4-64-<'4~^=^'^» 

ahcd 4- (a 4" ^)^ == ^^ -^ cd^=zcd j e la somma è 
a 4- M 4- àj(bo 4- a) 4-6 -{- ac 4- c(6 4- od) = a 4- 6 f rfft 4- ed = a -J- 6 ; 
cosi il minimo ed il massimo di x quale è dato dalla formula prece- 


*) Come ha fatto osservare Whitbiiead questa forma simmetrica di 
soluzione, per mezzo di tre simb. arbitr., era già stata data da SchrOder. 
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dente coincidono rispettivamente cogli, estremi omonimi del dominio 
di X considerata quale incognita nella equazione proposta. 

28. Equazioni con una sola soluzione. — Quanto precede in 
ordine al modo di essere delle soluzioni logiche vale in genera- 
le; ma possono darsi equazioni per le quali ogni incognita è su- 
scettibile di un sol valore; allora, all'equazione non competerà che 
una soluzione sola. E dovuto al Sig. Whitehead il merito di aver 
messo in rilievo l'importanza di questa specie di equazioni *). 

Poiché i valori delle incognite che soddisfanno ad una data 
equazione si estendono, per una stessa incognita, da un minimo 
rappresentato dal prodotto dei discriminanti negativi rispetto 
all'incognita ad un massimo rappresentato dalla somma dei sup- 
plementi dei discriminanti positivi, e poiché i valori di una va- 
riabile appartenenti ad un dato dominio si confondono in uno 
solo allorché il massimo ed il minimo di questo coincidono (co- 
roll. 5.®, prop. 33.*), cosi, in tesi generale si può affermare che 
un' equazione logica é provvista di una sola soluzione allorché 
per ogni incognita il prodotto dei discriminanti negativi uguaglia 
la somma dei supplementi dei discriminanti' positivi. Si hanno 
così tante equazioni di condizione quante sono le variabili, e 
quindi anche , allorché queste equazioni siano trasformate in 
modo da avere il secondo membro nullo, l'unica che proviene 
da esse dal sommarle membro a membro. 

Per una equazione ad una incognita la condizione di avere 
una soluzione sola si vede subito; poiché, scritta nella sua forma 
normale aX'\-'boo=ì^ , deve aversi &=a , ovvero a=b , e quindi 
essere della forma 

oo; + air = N . (29) 

Per un'equazione con due incognite 

t\^ y y) = CL^y + bxy + cxy + dxy = N , (30) 

le condizioni cui devono soddisfare i discriminanti per l'esistenza 
di una soluzione sola, sono, come si é innanzi indicato 

cd = a -\-b , nc = b -{-d , 


*) Whitehead, Memoir on the Alf/ehra of SymboUc Jjogic, American 
Journal of Mathematics , voi. XXIII, n.° 2, 4, an. 1901. 
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ovvero, tenuto conto della adc6/=N, 

sostituibili con Tunica 

a^ + ac + ad + bc + bd + cd = N . (31) 

Ora, se si domandano le condizioni perchè la funzione f(x,y) 
possa scriversi nella forma 

9{cc,y) = aLX^^ + ^y+~^y , (32) 

occorre che il secondo membro della (32), scritto in forma nor- 
male, abbia i proprii coefficienti eguali rispettivamente ad a , ft , 
Cyd\ cioè, visto che tali coefficienti sono rispettivamente 

9(T , T)=a+p , (p(T , N)=a+P , 9(N , T)=i+p , 9(N , N)=à+p , 

occorre che si abbia 

& = a 4- p = otp + «p + «p 

e = a + P = ap + àp + àp 

rf = à + p = «p 4- àp + àp , 

d'onde 

aaP + aap + aaP + aap = N 

ftap + ftap + &àp + &ap =N 

cap + cap + cotp + càp = N 

daP + rfap + rfàp + rfàp = N , 
e quindi pure 

(à+&+c+djap+(à+^4-c+^)apf(à+2H-è+^)ap4-(a+5+c^^ . (33) 

La (33) è un' equazione cui devono soddisfare le a , p , perchè 
sia possibile la identità fra la t\cc ,y) e la ^{pc , y). La condizione 
richiesta espressa nelle sole a ,b^c ,d, è dunque 

(à+ft-fc+rf) (à+&+c+5)(à-hZ;+c-|-rf)(a+&+J+^) = N , 

ovvero 

àbcd + ab -{- ac + ad -{- bc + bd + cd=^Ì!{ ; 

che si spezza nella a&cc? = N, già supposta verificata per la 
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fi^CiV), e nella (31). Osservando che i supplementi dei discri- 
minanti della (33), cioè 

abcd , àbcd , oJbcd , ohcd 

hanno due a due un prodotto nullo e che perciò verificano la 
(31); e chiamando poi, a simiglianza del Sig.WHiTEHEAD (Memoria, 
cit. a pag. 80 ; cfr. Parte I, § 3) funzione primaria prima ogni fun- 
zione della forma Xx-\-'k.v, deduciamo dal ragionamento prece- 
dente : 1.® che un'equazione in due variabili ammette una sola 
soluzione allorché , ridotta ad avere il secondo membro nullo^ il 
primo membro può esibirsi come som^na di due funzioni prima- 
rie p^Hme nell'una e nell'altra varcàbile, cioè porsi nella forma 
«a? -|- «a? + P?/ + p2/ ; 2.*^ che quando una funzione in due varia- 
bili può presentarsi come somma di due funzioni primarie pri- 
me^ ciò non può essere fatto che in un modo solo. Pure a simi- 
glianza del Sig. Whitehead chiameremo funzione binaria li- 
neare prima, ternaria lineare prima , etc. n-aria lineare prima , 
ogni funzione di due, di tre, etc. , di n variabili che sia la somma 
di due, tre, etc. , n primarie prime. Estendendo il ragionamento 
precedente al caso di equazioni, con tre, quattro, etc. , n inco- 
gnite, si arriva al risultato che le sole funzioni prime qualun- 
que sia il numero delle variabili dalle quali dipendono^ eguagliate 
a zero, forniscono equazioni provviste di una sola soluzione. 

Osservazione. Per una funzione prima di più variabili Xyy,,„,t 
i discriminanti positivi (negativi) rispetto ad una variabile sono 
le somme del coefficiente della variabile (della var. suppl.) nell'e- 
spressione corrispondente della funzione e dei coeffic. delle altre, 
delle supplementari di esse, secondochè i discriminanti sud- 
detti sono positivi, negativi, rispetto a queste altre variabili. 
Cosi, di una funzione n"^ prima, i discriminanti possono essere 
immediatamente esibiti. 

Una funzione primaria prima sarà indicata scrivendo {a , x) se 
l'espressione della funzione è ax -^ ax , cioè se x è la variabile 
ed a , a i discriminanti ; scrivendo {a,b\x ,y) se 1' espressione 
della funzione è invece ax •\- aoc -^-by -\-by\ e cosi in generale 
con (a , è ,...,/; 07 ,«/,..., se l'espressione della funzione è 

ax ^ax)c-Yby-\-by'\'...'\'lt-\-ìt , ovvero (a,x)-\-{b,y)-\'...+{l,t) . 
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La funzione supplementare di una funzione n**^ lineare prima 

iax+ax)(by-{^by) ,„{lt-\-lt) ; ovvero: (a, x)(b ,y) ,..(lyt) . 

Così, soltanto per una funzione primaria prima la funzione 
supplementare è ancora primaria prima, come è, del resto, evi- 
dente direttamente. 

Un interessante studio su queste specie di funzioni è stato 
consacrato dal Sig. Whiteiiead nella citata memoria. Le funzioni 
della forma precedente sono chiamate n**'" separabili priorie. 

20. Il pì^oblema inverso della soluzione delle equazionL--a) Data 
un' equazione fra più incognite f{x ,y ,,., ,t) = ìs si è visto che 
questa prescrive, per ognuna di tali incognite, un proprio domi- 
nio di estensione. —Viceversa, se si danno ad arbitrio per più 
variabili x ,y ,, ,, ,t, altrettanti dominii di estensione, è sempre 
possibile trovare, fra queste, un'equazione risolvendo la quale si 
trovano per le variabili stesse come dominii di estensione i dati. 

In fatti, per semplificare il processo di ragionamento si sup- 
ponga che si tratti, ad es., di due sole variabili x,y e che si 
siano rispettivamente assegnati i dominii di estensione rappre- 
sentati dalle inclusioni 

B, <A, , B,<A, , (34) 

sicché X , y vengano esibite nella forma 

x^K^u^ + B^u^ , y = k^u^-\'B^u^ ; (35) 

potremo allora scrivere 

y = k^u^u^ + Bgt^jtej + AjWjWj + BjWjt^j 

I discriminanti del sistema di queste due relazioni in t^, , Wj , 
sono le funzioni binarie prime 

(Àj , X) + (A, , y) = A,x + À,x + A,ì/ + À^y 

(A^ , X) + (B, , y) = A,^ -|- K^x + B^y + B,y 

(Bj , x) + (À, , y) = B,x + T\x + K^y + À^i/ 

(B, , x) + (Bg , y) = B,x + l\op + A^y + A^y 


(36) 


; (37) 
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epperò, T equazione risultante dalla eliminazione delle t^, ,Wj, 
scritta nella forma supplementare dell'ordinaria, dopo di aver 
prese le funzioni supplementari delle (37) e dopo di avere tenuto 
presente la legge distributiva della addizione rispetto alla molti- 
plicazione, sarà 

[(A, , X) + (B, , 00)] [(A, , y) + (B, , i/)] = T ; 

ovvero, per essere In virtù delle (84) 

B,+A,=A, , B,+À,=B, , B,+A,=A, , B,+À,=B, 

(A,x + B,x) (A,y + B,i) = T , 
d'onde 

AjA, . ooy + A^B^ooy + Afi^ory + Bfi^xy = T , 
0, in fine 

(Àj4-À,)a^2/+(Àj+B,)a?^4-(À,+B,)^2/+(Bi+B,)^^=N (38) 

E questa è l'equazione che collega le x^y quali sono date 
dalle (35). 

Come verifica si può osservare che la (38) prescrive per \e x,y 
come domimi di estensione i dominii dati. In fatti, p. es. , gli 
estremi del dominio di estensione della x, sono rispettivamente 

(À, + B,) (B, + B,) = B, + B,À, = B, 

A,A, + A,B, = A, (A, + B,) = A, ; 

giacché, per la seconda delle (34), è 

B,À, = N , Bj-fA, = T. 

OssercazionL I. Il processo di ragionamento precedente e le 
conclusioni reggono qualunque sia il numero delle variabili 

Xyyy,,,yt, 

II. La indipendenza delle x , y richiederebbe che la (38) fosse 
una identità, cosi che si avesse 

A, = À, = B, = B, = N , 

epperò che fossero illimitati i dominii di estensione di ciascuna, 
come è, del resto, evidente a priori. 

b) Le formule (36) sono un caso particolare della seguente 
forma più generale di presentare le x^y come funzioni di due 


.1 
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variabili indipendenti w, , ^«, 

- - } , (39) 

le quali, a loro volta, forniscono i valori di cui sono suscetti- 
bili le 07,1/ entro i doraiuii di estensione (34) allorché sia 

B^ = a^a^a^a^ , Ai = ai + a, + a, + a^ 
B, = bfifi,b, , A, = b,+b,^b,+b, . 

La equazione cui soddisfanno le Xyij in tal caso, cioè quella 
che sostituisce la (38), è 

(a, , a?) (b, , y)+(a, , x) (6, , i/)+(a3 » -a;) (&, , i/)+(a4 , x) {b, , i/)=T , 

ovvero : 

^fii'Xy + ^fii.xy + ^afii.o^ + lapi.xy^T , (40) 

od anche 

n{à,+b,).onj']-n{à,+b,)xy+n{ai+b,)x^ . (41) 

1 111 

In questo caso l'essere illimitati i dominii di estensione delle 

a:,y non è condizione sufficiente per la indipendenza di queste, 

poiché l'essere 


B, =3: afl^a^a^ = N , A, = afi^a^a^ = N ] 


(42) 


implica semplicemente che la (41) è illimitata sia rispetto ad x 
che rispetto ad y. La illimitazione simultanea rispetto ad x ,y, 
cioè la indipendenza della x , y data dalle (39) richiede che si 
abbia 


(a, + b,) (a, + b,) («, + 6,) (^A + ^) = N J 

(«1 + à,) {a, + b,) K + ^,J («4 + à,) = N 

(43) 
(«i + ^^i) (a, + &,) («3 + ^s) («4 + f>,) = N 

(a^ + b,) {a, + b,) {a, + bj (a, + &J = N 

Cosi, visto pure che le x^y, con formule analoghe alle (39), 
in vece che in funzione di due sole variabili indipendenti u^ , u^ 
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possono esprimersi iu funzione di un numero n u^yU^,. , . ,u^ di 
siffatte variabili, e che ciò fatto si arriva a conclusioni analo- 
ghe alle precedenti , abbiamo: 1.® che due variabili di assegnate 
estensioni soddisfanno ad una infinità di equazioni non conte- 
nenti altre variàbili; 2,^ che due variabili di estensione illi- 
mitata possono essere indipendenti^ o collegate da una infinità 
di equazioni illimitate rispetto a ciascuna delle vaìHabili^ e non 
contenenti altre variabili. (Ciò viene a significare, in sostanza, 
il fatto da ritenersi evidente, che esistono infinite equazioni in 
due variabili che sono illimitate rispetto a ciascuna di esse). 

Questi risultati possono essere estesi al caso di un numero 
qualunque di variabili. 

e) Le (43) contengono le (42) e contengono inoltre le seguen- 
ti, come si rileva sviluppando i prodotti e sommando, 

l^fl^afi^,, + ^.u^flK + 2à,«,àA..+ ^o.pypm = N (44) 

Sa.^.^A. + ^fl^K + ^dflAK + 2«À¥«. = N , (45) 

e quella che si deduce dalla (44) scambiando le a con le b. La 
(44) e quest'ultima possono scriversi pure come segue 

2« ^a, + 2à,a^àj = N , 2^? A^, + 2^À^, = N ; (46) 

e poiché da 


(47) 


afl^a, -f afl^a^ = afl^ (a, + a^) = N 

«i«m^t + «i«À = ^m (ài + a J = N 
seguono rispettivamente 

afl^ < afl^ , à,à„, < -(à, + a^) = aflj^ , 

se ne conclude essere a^a^ = afi^^ , ed analogamente bp^^ ='^P,n 5 
per cui da queste deducendosi, inversamente, le (47), se ne con- 
clude pure che alle (46) possiamo sostituire le condizioni seguenti 

«t^/t = «Àn » ^K = ^^i' (48) 

Cosi, quando due variabili £c,y funzione di due altre varia- 
bili indipendenti u^^f.^ sono indipendenti, le (48) rappresentano, 
insieme alle prime due ed alle seconde due rispettivamente fra 
le (42) (ch'esse, del resto, contengono), le condizioni cui soddi- 
sfanno i discriminanti di ciascuna funzione. 


—h ■ ■ » jmmu 
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In grazia delle (48) , la (45) può scriversi come segue 

2« A^^. + ^AkW^ + ^V^Àh f ^^^K^\ = N , (49) 

ovvero 

2 (afl^ + a/r^) {f\\ + &A) = N , (50) 

od anche, con la notazione delle funzioni prime, 

2(«,.a.)(^,«^J = N . (51) 

Come si è detto, le (48) sostituiscono le (46), le quali conten- 
gono pure, come è stato osserv. , le (42); ma le (46) valgono le (45); 
dunque la (51) vale le (43), e rappresenta perciò da essa sola, ed 
in una forma semplificata, la condizione perchè le x ,y date dalle 
(39) siano indipendenti (Whitkhead, Mem. cii. Parte II, § 1, 2). 

d) fje sostituzioni, — Una importante conseguenza è stata dedotta 
dallo stesso Sig. Whitehead , in ordine alle (39) , nel caso in esame. In 
questo caso le (39) sono risolubili rispettò alle Wj , w, , e la conseguenza 
cui si accenna è la seguente: 

Mentre le (39) diìnno pei* le x , y un sol sistema di valori in corrispondenza 
di un sistema di valori per le u^ , u, , viceversa danno pure un sol sistema 
di valori per le u^ , Uj in corrispondenza di un assegnato sistema di valori 
per le x , y. — Questa proposizione si dimostra subito osservando che i 
discriminanti del sistema (39) rispetto alle u^ , u, sono rispettivamente 

a4aj+a,x+6jy+6,y=(aj,6^;a:,y),(aj,6,;a;,i/),(a3,6,;x,y),(a^,6^;a;,y), 

e che quindi l'equazione unica equivalente a siffatto sistema è 

(«, » ^1 ; « ) y)wi«j + K ^^%)^j y>i^i + (s » ^ J ^ » y)^i^i 

+ (a^ , 6^ ; a: , y)u^u^ = N . (62) 

Ora, la condizione perchè questa equazione abbia una soluzione sola 
è, in virtà della (31) 

2~(a. ,h.]x,y) r{a^ , \ ; ^ , 2/) = N , (e , A; = 1 , . . . , 4 ; i z|= ^^ 

ovvero, per essere ~(a. ,h^',x,y) =~\{a. , x) + {h. , y)\ = (a. , x) (6. , y) : 

2(ai , x) {b. , y) (a^ , x) (b^ , y) = l{a.a^x + a.a^x) {h.h^y + ò.6"^y)= N , 
od anche 

Sa.a^ò.ò^ . xy -f ^a.aj^.\ . xy + 2a.a^6.6^ . xy +- 2a.a^6.ò^ . xy = N ; 
e questa è soddisfatta identicamente in virtù, della (49). 
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Rammentando quanto si è detto nel n.^ 28 in ordine ai valori delle 
incognite che risolvono un'equazione provvista di una soluzione sola, 
si ha pei valori di w^ , u^ che soddisfanno alla (62) le espressioni segu. 




; (63) 


epperò, siccome, per tutti i valori dell'indice /, da 1 a 4, si ha 
-(a. ,b^]x, y)={u. , x) {h. , y)=afi. . xy+afi. . xy+a.b. . xy + afi. . xy 
(a. , b. :x,y) = {a. + b.) xy + {a. + ò .) xy + (a . + b.) xy + (a . -f b.) xy , 

se si scrivono le (53) nella forma 


Mj = (x^xy -f fltgjjy -}- «gay -f- a^xy 
'^2 = ?^xy + p,xy + p3xy + p^xy 


(54) 


si avranno, fra le a^ , . . . , a^ , p^ , . . . , P^^ e le a, , . . . , ^4 ? ^i » • • • r ^4 » 1® 
relazioni seguenti 

«1 = K + ^) K + \) = a,6, + «A 


«2 = («3 + ^3) («4 + **) = «1^1 + «2^2 

«3 = («3 + ^) («4 + h) = «1^1 + «2^2 

«i = ^«3 + ^3) («4 + ^4) = a,^ + aÀ l 


/ • 


(65) 


Pi = («2 + ^) («4 + b^) = ttjò, + ajò, 
P2 = («2 + ^) («4 + ^4) = «1^ + «3^ 

P3 = («2 + ^2) K + K) = ~^i\ + «3^ 

Pi = (^'a + ^2) («4 + ^4) = «1^1 + «8^ 

Il Sig. WiiiTEHKAi) ha chiamato sostituzione l'assieme delle due re- 
lazioni (39) quanio è soddisfatta la condizione (61), cioè quando sono 
possibili le relazioni inverse (53), che allora costituiscono la sostituzione 
inversa della data. Con le formule (65) da una data sostituzione [la (39jJ 
si passa alla inversa [la (54)]. 

Indicata con t§ una data sostituzione, con tB~* si indicherà la so- 
stituzione inversa ; trasformare con tB le x , y nelle Wj , Uj , e poi tra- 
sformare le Wj , Wj con t§~* equivale a ritornare alle x ,y ^ vale a dire, 
a lasciare invariate le x , y. Chiamando, perciò, prodotto t?,t§j| di due 
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soatHuaioni t^i^t^^r ^^ ^^ dìr&nrìo fcUtorij Toperasione che cotisiste 
nel cambiare dapprima i due termini logici a; , ^ nei termini logici x^ , y^ 
per messo di tS, j e poi x^ ^ y^ in x^ , y^ per mezzo di t?, , operazione 
che^ evidentemente ò, a sua volta, una sostituzione, si chiamerà bosH- 
iu9Ùme identica il prodotto tStS~^ — Tutte le sostituzioni formano, cosi, 
quando vi ai include la sostituzione identica, una classe tale che il 
prodotto di due individui della classe è ancora un individuo della stessa 
classe; vale a dire (vista pure la proprietà cumcicUiva delP operazione 
chiamata prodotto) : Le eoatituzioni formano un oruppo. — Se si indica 
con t§* la sostituzione t§t§, con t?' la t3*t§, etc. con la ©** la t§**~*t?, 
per un certo valore di m la tS"* coincide con la sostituzione identica ; 
giacché, dai simboli logici che figurano in t^, come costanti, si passa a 
quelli che, come tali, figurano in t^, per n qualunque, per mezzo delle 
operazioni di somma e di moltiplicazione logica che non introducono 
nuovi simboli logici; epperò, dopo un numero finito di tali operazioni, 
si dovrà tornare alle costanti di partenza. //€ sostituzioni neW Algebra 
della Logica, sono, dunque, tutte periodichr (cfr. Whitehbad, Memo- 
ria cit., part. II, § 3). 

§ X. 

li problema generale di Booie. Metodo simmetrico di Schroder 

per risolvere le equazioni logiche. 

30. Problema A Btole *\ a) Allorché è data una funzione logica 
di più variabili a? , y , . . . , ^ 

r{pD,y,...,tì (1) 

se si lasciano arbitrarie le a; , y , . . . , ^ , i valori della f sono 
quelli del dominio che si estende dal prodotto alla somma dei 
discriminanti della /(prop. 33.*).— Ora, se in qualche modo si 
impongoQO alle a?, !/>..•,< delle condizioni, sicché queste va- 
riabili non siano più suscettibili di tutti i valori , ne seguirà 
una restrizione nel dominio di estensione della /! — Noi voglia- 
mo risolvere presentemente appunto il problema di 

Valutare la restrizione che apporta nel dominio di estensione 


*) BoOLE , An Inveetigation of the Laws of Thought , pag. 1 40 , Gap. 
IX , n.*> 8. 
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di una funzione logica V imporre alle variabili da cui la fun- 
zione dipende certe deterraìnale condizioni. 

b) Le condizioni da imporre alle Xyy,>..,t nell'Algebra che 
studiamo, si riducono tutte ad obbligare le variabili a soddisfare 
ad un certo sistema di equazioni, poiché, quando, in vece di que- 
sto sistema, fosse prescritto per ogai variabile un proprio domi- 
nio di estensione, si potrebbe sempre costruire [n.** 29, b) prec] 
un'equazione che collegherebbe le variabili, e che, mentre prescri- 
verebbe per queste come dominii di estensione i dati, le lasce- 
rebbe arbitrarie in tali dominii *). 

Si supponga perciò che le variabili oo,y,,..,t soddisfacciano 
alle equazioni, tutte possibili, del sistema 

9j(ir , 1/ , ... , 0=N , 92^07 , 1/ , ... , t)=N , ... , 9,(0? , 1/ , ... , 0=N , (2) 

in numero di r (supponiamo). 

Indicando con «j , Pj , . . . , X, ; otg , Pg , . . . , X2 ; . . . ; a^ , p^ , . . . , X,, 
rispettivamente i discriminanti omonimi delle 9, , 92 , . • . » 9^ » ^ 

ponendo 

a = 2a, , p = 2p,, , ... , X = 2X, , (3) 

al sistema (2) sarà possibile sostituire l'unica equazione 

9 (a? , i/ , . . . , = ^^y " ' t -\- ^^-^y . . . ^ + . . . + ^J^ . . . 7 , (4) 

ed il problema di cercare come si restringe il dominio di esten- 
sione della f{x ,y ,. . , ,t) vien ridotto a quello di trovare il do- 


*) Ad es. , se si tratta delle due vai'iabili ac , y per le quali siano 
stati assegnati rispettivamente i dominii di estensione B^<^ Aj , B,<^Aj , 
si potrà, alla condizione per lo x , y di restare entro questi dominii, so- 
stituire quella di dovere soddisfare alla equazione (88) del n.^ 29. — 
Come ripruova del fatto che un valore assegnato alla x nel dominio 
Bj <^ Aj lascia arbitraria la y nel dominio Bg < Aj , si può, ricorrendo 
a quanto si disse nel n.® 26, d) , osservare che oTa è 

Qx-{-Sx={A^-{^B^)x+(B^']~B^)x , Vx-}-Qx—A^A^,x+B^A^.x ; 

e che, per x = A^u^ -j- B^w^ , è pure 

Qx4-Sx = Bj , Pa; + Ex = Aj 

con che si pruova l' asserto. 
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minio di estensione della i>, quando^ ed x,y^...,t si trovano 
collegate dal sistema delle due equazioni 

9(07,1/, ...,0 = N ] 

Ora , se si suppone che i discriminanti della f nelle a? , y , ... , ^, 
omonimi agli a , p , . . . , X , siano rispettivamente a ,&,..., ^ , i di- 
scriminanti della prima delle (5) saranno le funzioni prime 

ap -\- ap , hp -\-l)p , .,., Ip +7/; , 

e quelli del sistema (5) le espressioni 

»-[■ ap + ap = (a'\- a)p + (a -f a)p 

^^ì)p+hp = (^ + b)p -f (p + &)p 

(6) 


X + /!> + /p =(X + /)i> + (X -{- l)p 


sicché la condizione per la possibilità di un tal sistema, cioè la 
condizione perchè p rappresenti valori della f{x ,y f. ..yt) cor- 
rispondenti a valori della ;r , t/ , . . . , ^ soddisfacenti al sistema 
proposto, verrà espressa dall' uguagliare ad N il prodotto dei -se- 
condi membri delle (6). Si avrà dunque per i? l'equazione 

(a + à)(p-f-&)...(X + ÒP + (a + a)(P + &)...(X j l)p = ìi ; 

e questa mostra che il dominio di estensione della p è 

(a + a) (p + &)... (X 4- <aà + &p + ,.. + lX ; 

vale a dire : 

Per U^ovare il termine minimo ed il tef^mìne massima del do- 
minio di estensione di una funzione logica dipendente da va- 
riabili soggette ad un sistema di equazioni di condizione^ si fac- 
ciano le somme dei discriminanti omoni^ni del sisteyna e della 
funzione^ e poi i prodotti dei disaHminanti della funzione pei 
supplementi dei discriminanti omonimi del sistema. Il prodotto 
di quelle somme, e la somma di quei prodotti, rappresenteranno, 
rispettivamente, il minimo ed il massimo richiesti. 

Osservazione. In conseguenza della regola precedente i valori 
della funzione f(jo , y , . . . , delle x ,y ,. . .,t condizionate dalle 
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equazioni (2), sono tutti contenuti nella formula 

A^,y,...,0=(«+a)(&4P)...(/+W»+(«i+2^P+...+^3Ì)» , (7) 
ove è un termine arbitrario. 

Esempio. Sia da determinare, in funzione di un termine arbitrario u, 
la funzione z = ex -^ fx, allorché x è condizionato in modo da soddi- 
sfare alle equazioni 

a^x -[- 6jX = N , a^x + b^x = N , ... , a^x -f- ^^a = N . 

Ponendo A = a^ -f- «i + • • • + '^r » -^ = ^i + *s + • • • + ^r » ^^ virtù 
di quanto precede, avremo 

z = (eA + /B)« -1- (e 4- A)(/ + B)i ; 

ovvero , per essere AB = N : 

« = (eÀ4-/B)tt + (e/ + /A + cB)ù . (8) 

c) Come altro esempio di applicazione del precedente enun- 
ciato risolviamo il seguente 

Problema. Cercare in qual modo i costituenti detVuniverso del 
discorso in n termini x , y , . . . , t sono condizionati da un'equa- 

zione posta fra questi termini. 
Sia 9(0? , 1/ , . . . , = N r equazione ed 

axy . . . ^ 4 bocy ...< + ... + Ixy . . .7= N (9) 

il suo sviluppo normale. Si consideri il costituente xy ...t; poiché 
i suoi discriminanti, considerato quale funzione delle x,y,.,.,ty 
sono T,N,... ,N e quelli della 9 = N sono a,&,... ,^, le somme 
degli uni con gli omonimi fra gli altri, ed i prodotti dei primi pei 
supplementi degli omonimi fra i secondi saranno rispettivamente 
T,6,...,^ e a,N,...,N. — Si avrà, dunque, in virtù del prece- 
dente enunciato, tenuto conto che da a&...^=N segue bc..J=abc.l: 

xy .. . t = bc. , .lu^ -\- au^ ^=a(u^ -\-bc . . . lu^) . (10) 

In modo analogo, si avrà pure 

xy ... t = ac ., .lu^-t- ^s = ft (w, -f ac . . . lu^) \ 

(Il) 

xy,.. r= aè . . . hu^+ Tu^ = T(u^ + eU? . . . hu^) ] 


i^wva^v^^v^a^^^^H 
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avendo indicato con h il coefficiente del penultimo termine in 
(9), ed avendo posto |i = 2*. 

Con l'analogo procedimento si potranno determinare, in fun- 
zione di un sol termine arbitrario, le somme a:;y.../+a:^.../+— + 
xy...zi di un qualsiasi numero di costituenti. — Queste somme 
possono essere determinate anche in funzione di tante indeter- 
minate quanti sono i costituenti che compongono la somma, con 
l'addizionare, membro a membro e convenientemente, le (10), (11). 

Dalle somme, in tutti i modi dei varii costituenti 

somme che , eccettuata quella che 'contiene tutti i costituenti , 
sono in numero di 2' — 2 , nascono i singoli termini x ,y,...,t , 
le somme ed i prodotti di questi in numero qualunque; dunque 
il metodo precedente permette di avere rapidamente le espres* 
sioni dìa),y,,..tt,iix + yyCQ + t\y + z,...fy+'t]X + y'\-z,..., 
x + y + ... + tyXy, ccyz , . . . , xyz ... in funzione di un sol ter- 
mine indeterminato o di altrettanti termini indeterminati quante 
sono i simboli w ,y ,.. , ,t che entrano a comporre l'espressione. 
Per e0.y se la (9) è l'equazione a due inoognite 

axy -f- ^y + cxy -f- ^^jy = N . . . (12) , le (10) , (11) diventano 

asy = au^ -|- bcdu^ == a (u^ -f bcdu^ ì 

xy =s 6wj -(- ^cd'^i == 6 (tt, -f- cuidu^) 

xy = cu^ + aòdu^= c(u^ -{- abdu^) 

xy = du^ -|- aòcu^^=*d(u^ -j- «^cw^) 

e le somme dei costituenti , calcolate direttamente ciascuna in funzfone 
di un sol termine indeterminato, 

^y -{- xy = X ==x {a -x- byuf + cdwj = (a -f- 6) (u^ -}- cdu^) 

xy -{- xy = y = {a-{- c>, + 6rfM,= (a + e) (m, -j- bdu^) 

xy + xy = x = {o + rf)w, + aòù^ = {c + d) (w, + oòw,) 

; (14) 
asy + ajy = y = (6 + <0«*4 + ^^4 = (* + <^) (^4 + a<«*4) 


(X3) 


xy + xy=z{x + y)(x -f y)^{a + d)u^ + dcw^ = (a -f d){u^i-bou^) 
xy -f ajy = (a5 + y)(» + y) = (« + cK + ^«e = («+«) K + ^«^^e) / 
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^y-{'3cy-\-xy=x-\'y={a-{-b■\'C)v^-\'dv^={a'\^b'\'c){u^-{-du^) 

• (14) 
^y+aiy+xy=x+y=^a-]'C+d)v^+bVy=ia;\-b+d) (i;, -f bv^) 

^y+^y+^y=^+y=(p+(^+d)o^+av^=(b-{-c 4- d) (v^+av^) 

Le relazioni (12), (13), (14) sono appunto in numero di 14 quante 

Ab 

ne dà la formula 2' — 2 per n = 2. 

Osservazicme. Si osservi che essendo eguale a T la somma dei 
primi membri delle (10),(I1), tale deve essere pure la somma dei se- 
condi; epperò, eseguendo questa somma, e prendendo l'espressione 
supplementare di essa, le u^,u^, ... , u soddisfanno alla equazione 

la quale è sempre possibile (come deve essere) perchè ^-\-\ dei 
suoi discriminanti sono identicamente nulli. Questi sono il di- 
scriminante positivo rispetto a tutte le variabili ed i discrimi- 
nanti positivi rispetto ad fi — 1 delle variabili simultaneamente 
considerate. 

Cosi, per analoga ragione, si osserverà che nelle formole (13) sono 
da prendere Wj , i*^ , u^ rispettivamente eguali a Wj , Wj , 1*5 . 

31. Soluzione simmetrica di Scurodek per le equazioni logi- 
che, — ScHRòDER ha esibita l'espressione delle incognite di una 
equazione logica, per mezzo di tre termini arbitrarli, i quali en- 
trano simmetricamente nelle espressioni ; e Whitehead ha ritro- 
vato quella espressione seguendo una via che contiene, in una for- 
ma più generale, i risultati di Schroder. Noi vogliamo arrivare a 
questi risultati procedendo per una via che si presenta ancor più 
spedita di quella seguita dai due eminenti filosofi e matematici. 

Sia _ _ _> 

T{oc , y) = kxy + ^xy -f- Cxy + \)xy = N (15) 

la data equazione, e proponiamoci di soddisfare ad essa per mezzo 
di valori delle x , y dati dalle formole 


X = a^uv + a^uo -\- a.^v + a,;av 
y = })^x> ■\- b^uv -\- h^uv -f- b^uv 
dove u , 'V sono termini arbitrarli , ed indipendenti. 


(16) 


--Go- 
la virtù di quanto si è detto nel n.® 29, b), le cD,y date dalle 
(15) sono legate dairequazione 

Ìl(ài'\-b,)ayy \-n{à,+b,)a^+n(a,+b,)xy , (17) 

se dunque si scelgano le a, , a, , flj , a* , &, , &, , &8 , b^ in guisa che 
i coefHcienti della (17) siano rispettivamente eguali a quelli della 
equazione data (15), cioè in guisa che sia 


(18) 


a fi, + a fi, + afi^ + a fi, = À 
afi, + afi^ + afi^ + afi, = B f 

O'fii + «A + ^«^ + «A = ^ 
a fi, + «A + afi^ + a fi, = D 

saranno le (16) la soluzione dell'equazione (15).- 
Le (16) sostituite nella (15), a riduzioni eseguite, danno 

f(a, , b,)uv\-f{a^ , /;,)t«i?+Aa, , b^)uv\'f{a, , 6Jwt5=N , (19) 

e perchè questa sia soddisfatta qualunque siano le w , v occorre 
che sia 

f(a, , &,)=N , Aa, , &,)=N , f(a, , «^,)=N , fia, , ^)==N . (20) 

Ora, quando sono verificate le (18), le (20) lo sono egualmen- 
te, poiché dalle (18) si deducono le 


(21) 


kafi, + AaA + A^s^s + Afl A = N 
B«. A + Ka A + BaÀ + Ba/, = N 
Càfi, + Ca A + ^fi^ + Ca4&4 = N 
Da fi, 4- Daj/7, + Dafi^ + Da fi, = N 
e da questa per* somma 

na, , b,) + Aa, , b^) + Aa, , b,) + /*(«, , ^) = N . (22) 

Abbiamo in ciò una pruova che le (16) rappresentano la solu- 
zione generale dell'equazione (15) subordinatamente alle condi- 
zioni (18) ed altresì all'informazione che a,yb,\ a^,b^ ',a^fb^ ; ^4,^4 
sono quattro soluzioni particolari della stessa equazione (15). 

Non per ogni quaterna di soluzioni particolari dell'equazione 
(15) sono soddisfatte le (18); giacché, supposte le (20), queste 
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danno 

AaA=N , BaÀ = N , CàA = N , DàÀ = N {^=1,...,4), 

e quindi pure 

aA <À , «A <B , «A <C , àÀ <D ; (23) 

d'onde sommando da 1 a 4 

SaA <À , 2aA <B , 2^A <C , S^À <D ; 

le quali differiscono dalle (18) nel senso che sono inclusioni in 
vece di uguaglianze. 

Però, se si scelgono le a^ , &,(2 = 1 , . . . , 4) in modo che mentre 
sono soddisfatte le (20) si abbia pure 

allora per e = 1,2, 3, 4 rispettivamente le (23) diventeranno 
afi^ = k , «À <B , afi^ <C , aÀ <D 
a,ft, <À , «À = B , àj),, < C , aj&, <D 
«3^3 <À , aj)^ <B , à,&3 = C , 03^3 <D 
«i'A < À , «À < B , afi^ < C , «4^4 = D ; 

e da queste, sommando membro ^ membro, per colonne 

2;aA = À , SaÀ = B , Sa>,=-C , SaÀ = D ; 

cioè appunto le (18). 

Il nostro problema della ricerca della soluzione generale rap- 
presentabile con le formole (16) della equazione (15), è dunque 
ridotto a quello della ricerca di una soluzione sola per ciascuno 
dei 4 gruppi di equazioni 

/'(iP,2/)=N ) /•(^,2/)=N ; Aiz?.y)=N 1 Aa?,y)=N ) 

_ (24) _ _ (25) , _ (26) — - (27) 

xy=^k 1 xy==Q j xy=C ] a?i/=D ] 

Siccome i discriminanti delle seconde equazioni dei vari gruppi 
sono rispettivamente 

A,À,À,À;B,B,B,B;C,C,C,C;D,D,D,D, 

cosi, al posto di tali gruppi vanno considerate le equazioni, iso- 


\ 


— or- 
latamente prese 

Aa;i/ + (B4-À)a;j/ + (C + À)^j/ + (D + À)afyB=N (24) 

(A + B)a7V + ft»i)+(C + B)^l/ + (D + B)^ = N (25) 

(A + C)(Bv + (B + C)a-y + Cxy+(D + C)xy = i:i (26) 

(A + D)iPj/ + (B + 5)a^ + (C + D)^ -f-D^=N (27) 

le quali , per essere ABCD = N , sono tutte possibili. 

Poiché queste equazioni sono palesamente limitate, trasfor- 
miamole in equazioni illimitate. — Eseguendo il calcolo per la 
sola prima, dovremo porre nella (24) 


(28.) 


ar=(A+B)I,-KA+CD)X, a^=ABX,4-A(C+D)X, 
j/==(À+C)|»,+(À+BD)|I, ' i;=AC|x.+A(B4-Ì)K 
ove Xj,|i, sono termini arbitrarli; avremo 

A{(À+BC)X,|t,+ÀX,ii, +ÀX,,i, + À.X,ii.l4- 
+(B+À)|ABC . X,|i,,+Am,ii[, +ACDX,|i,,+ABCD . X.ji,)+ 
+(C+À){ACB . X.ji.-f-ABDXjjI.+AC . X,|i,+ARDC . X,ii,H- 
+(D+À)|ABC . X,|t,-|-ABDX,p.+ACr)X,ji,+A(f) f BC)X,|i,J=0 ; 
ovvero, fatte le riduzioni: 

ABC . X,fi, + DABCX.jI, = N . (24') 

In modo analogo, trasformando le (25), (26), (27), si hanno ri- 
spettivamente le 

BAD . X.|i, + CBÀDX^. = N (25') 

CAD . X,|i, -1- BCÀDXjI, = N (26') 

DBC . Xji^ 4- ADBCXaT» = N (27') 

ove Xj , |i, ; X, , (1,, ; X^ , ja^ sono termini arbitrarli , sottoposti alla 
sola condizione di soddisfare a queste equazioni. 

Scrivendo le espressioni delle 0B,y, analoghe alle (28,), con le 
quali dalla (25), (26), (27) si passa rispettivamente alle <25'), 

A. DSL Rb — Algebra della Logica. 13 
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(26'), (27') abbiamo rispettivamente I 

a; = (À + B)X, 4-(B + CD)X, x = AB.X^-\- B(C + D)Xj j 

' ; (28,) 


y =(B + D)|x, 4- (B + CA)pt, j/ = BD . |x, + B(C + A)^., \ 
i = (C + D)X,4-(C-l- AB)X, a7 = CD.X, + C(À4-B)X, 
y=(C + À)|*;-f-(C+DB)iI, ' y=CA.^3 + C(D-HB)Ìi, 


; (28,) 


a7 = (C + D)X» + (D + AB)X» a; = CD. X, + D(A + B;X^ 
^=(B + D)fi, + (D+AC)iii, ' i/=BI).jji, + D(À + C)iiJ 


; (28J 


(20) 


e quindi , ponendo per (a^ , &,) , («g , b^) , («3 , &,) , (a^ , &*) rispetti- 
vamente i valori dati dalle (28^) , (282) , (283) , (28J , e sostituen- 
doli nelle (16), queste diventano 

irM(À+Bj)Xj+(À+CD)Ìjw+l(A+BjX2+(B+CD)X2)w4- , 

+ICD . X,+G{X-{-B)l,\ùv f 
4-{CD.X,+ D(À+B)Xjw 

2/=l(À4-C)|i,+(À+BD)iI,)w^+lBD . [i.,+B{C+7\),^,\uv+ 

+ |(C+ À)pi3+(C+BD)ii3lui;+ 

4-|BD.pL,+DvÀ+C)jrjw 

e danno cosi la soluzione generale della equazione (15). In tale 
soluzione i termini ic, v sono abitrani e Xj , pi^ ; Xg , [JI2 ; ^^s , 1*3 ; ^4 , p^i 
sono coppie di soluzioni delle equazioni (24') , (25'j , (20') , (27') ri- 
spettivamente. 

Guardando a queste ultime si vede che sono soluzioni imme- 
diate di esse le seguenti 

e per questi valori le (29) diventano: 
co= (À + CD) w + (B + CD) w + C(À + B) w + D(À + B)uv 

y = {A + C)uv + BD .uv + (A + C)iw + BD .ùv . 

Sono altre soluzioni immediate delle medesime equazioni 
(24') , . . . , (27') le seguenti 

>^i=N,fi.,=A ; X2=B,jji2=C ; X3=B,;i.3=(3 ; X,=D,|i^=N , 
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e quindi un'altra forma di soluzione generale dell'equazione (16), 
quella data dalle formule 

x= (A + CD)wy + (B + QXy)ui + C(B + D)wì; + CDwr 

ì/ == (A + G)uv + B(C + \y)ux) + (C + BD)^!; + D(À + G)ùv . 

Osaervazione. Se si osserva che quando le m , v , x sono legate dalla 
1.^ delle (16), il dominio di estensione di y quale è dato dalla 2.* di 
queste formule, calcolato con la regola data nel n.° 80, b) si estende 
da un minimo rappresentato dal prodotto delle espressioni 

a^x + ttjX + ^1 = («1 + ^i)^ + («1 + ^i)^ 
a^x + a,x + 6, = (a, -f 6,)x -f (a, + 6,)x 
a,x + a,x + 6, = (a, + 6,)x + (a, + 63)x 
ad un massimo rappresentato dalla somma 

cioè, rispettivamente, da 

n(o'^. -|- 6^.) . X -[- n (a^. -f- 6^ . X , 2 aJb^ . x + 2 a^A^ . x , 

si trova che un tal dominio è quello stesso che ha la y considerata 
quale incognita soddisfacente alla equazione (15), se [n.^ 26, d), pag. 68] 

n(a, + 6^ = B , n(a. + 6,) = D , 2a.A, = A , Zàfi, = C ; 

vale a dire se sono soddisfatte le (18). Si arriva cosi a queste condi- 
zioni (18) nel modo stesso che si trova seguito dal Sig. Whitbhbad nel 
libro citato. Cosi può giustificarsi pure perchè il metodo di Schrodbr, 
che, come risulta dalla esposizione fattane, è indipendente dal problema 
di BooLE, si trova qui presentato dopo della soluzione di questo problema. 

32. Il metodo precedente si può estendere ad una equazione 
con un numero qualunque di variabili, che supporremo scritta, 
in forma normale, nella maniera seguente 

f(x , y , . . . , = Aooyz . ,,t + Bocyz . . . ^ + . . . + K^l^ . . . ^ ; (30) 

sicché ne sono a,b ,c , , . , yh i discriminanti. 

Supponiamo di volere soddisfare alla equazione con valori della 
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forma 


X =s a^uvw . . . T + d^vw . . . T + . . . + QJ^'cw . . . T \ 
y = b^umo . . . T + b^uvw . . . T + . . • + h^uvw . . . T f 


t = k^UVW . . . T + h^UVW . . . T + . . . + hJULVW . . . T 


(31) 


ove w , t? , t^? , . . . , T sono termini logici arbitrarii ed è |ji = 2** ; 
bisognerà, fatta la eliminazione delle te , i; , ... , t da quest'espres- 
sioni, che l'equazione in ^ , 2/ , . . . , ^ risultante, sia identica alla 
equazione proposta. Ora , poiché i discriminanti del sistema del- 
le (31) , considerate come relazioni in w , i^ , ... , t sono, per 1 = 1, 

2, . . . w. _ _ 

(«i,a7)-f(&,,2/) + --- + (AtJ) ; 

così l'equazione cui soddisfanno le x,y,...,t date dalle (31) sarà 

S(a,,a?)(6,,i/)...(/2,,0 = T ; 
ovvero 

lapfii ... hi . xyz... t-\- ^apf^ ...h^. xyz.,. ^-f - +Sa,^^c,- ... ^^ . (vyz„.ì=T ; 
e questa equazione coinciderà con la proposta, se 

uJOaC^ ... fit ""p Cl^O^C^ ... rJj ~j— ... ~p" ^nPttyn^ ... n>^ ^— A. 

ttàO^Cà ... ria "X* C»|L/jC| ... rtji ""Y" ... ~p* dfx Ut Uf • • • JA "^ 

> . (32) 

111 • * • ^i i" CtJDuC^ ... /vj ~j~ ... "Y* ^lìPtx u» • • • ^ui — xV. 

Ora, per soddisfare a queste relazioni , con valori delle a^. ,&^, 
^i , . . • , ^i > basterà prendere queste, per modo che siano soddis- 
fatte le seguenti relazioni 

dtO^C^ • • • Ht — ^ Jx. , CL^O^C^ ... /vj ^, JD , . . * , Cu^O^C^ ... /vj ^^ xv 
CL^O^C^ ... ^j ^^ A , (Z^O^O^ • • • ^j — * ìj , . . • , Clt^O^C^ ... ^j ^^ Jl\. 

' . (33) 
poiché, sommando queste per colonne si deducono appunto le 
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(32); ed inversamente. Alle (33) si possono sostituire le 

ka^hyC^ ... /Ji = N , Ba,&iC, ... /^^ = N , ... , KaJ)fi^ ,..li^ = N 
Aajì^c^ ... /{, = N , Ba,&,c, ... 7e, = N , ... , Ka,&,c, ...\ = N 


; (34) 


e queste, sommate per orizzontali, danno 

Queste si ottengono pure se si fanno le sostituzioni (31) nella 
(30) e poi si esprime che l'equazione risultante deve essere sod- 
disfatta indipendentemente dalle w , ^ , ... , t ; perciò le a^,b^, ... , h^ ; 
ag,&j,...,^j ;... ;aj^,&^,... ,ftjj^ sono, rispettivamente, soluzioni dei 
sistemi di equazioni 

- (35,), _ _ (35,),..., -_ - - ; (35^) 

xy ... t =A ] xy ,.,t =B ) xy ... t =K j 

ovvero delle equazioni, equivalenti a tali sistemi, 

kooy... ^ + (B + K)xy... ^ -f ... + (K + À)a72/...7 = N 

(A + Wjxy ... t + Bxy.,. ^ +... + (K + B)i^... ì= N 

, (36) 

(A + K)xy ... ^ + (B + ^)xy ... ^ + ... + KiT^... F= N 

tutte le volte che le (31) soddisfanno alla (30) indipendentemente 
dalle w , i; , . . . , T. 

Indichiamo con V^^Q^ rispettivamente il prodotto dei discri- 
minanti positivi ed il prodotto dei discriminanti negativi rispetto 
ad X, nella prima delle (36) , con P^ , Qy i prodotti analoghi ri- 
spetto ad 2/, e così successivamente, con P,,Qj i prodotti ana- 
loghi rispetto a t ; per mezzo delle relazioni 

X = V^u^ 4- Q^w, , y = V^u^ + QyU^ , ... , t = V,u^ + Q,^^ , (37) 

la prima delle (36) verrà trasformata in una equazione illimi- 
tata rispetto alle t^j , tt, , . . . , t*^ . — In modo analogo verranno 
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trasformate in equazioni illimitate tutte le rimanenti equazioni 
(36); ed allora, per mezzo di gruppi particolari di soluzioni di 
tali equazioni illimitate in u^,u^,, . . ^u^ e per mezzo delle re- 
lazioni (37) e delle analoghe non scritte , si troverà , come si è 
fatto pel caso di n = 2, la forma che assumono le (31) allorché 
rappresentano una soluzione generale dell'equazione proposta. 


(Cominciato a stampare il dì 12 Ottobre 1906, 
Terminato il dì 15 Gennaio 1907), 
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della R. Accad. di Napoli , ed inserita nei Rendiconti della 
medesima. 
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ThiB hook Bhowld be returned to 
the Library on or before the last date 
atamped below. 

A fine of Ave cents a day is incurred 
by retaining it beyond the specifled 

Pleaae return promptly. 
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